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Motivation

Transportgleichung:

17)
l+v~Vp:0

8t Transport von Vulkanasche
Transport von Rauchwolken

Eyjafiallajokull Eruption, Mai 2010

Satelltenbeobachtung

Simulation

Arctischer Ozonabbau
e Olausbreitung

Erhaltungsprinzip Variationsprinzip
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Transportgleichung:
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Transport von Rauchwolken
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Transport von Vulkanasche

Eyjafjallajokull Eruption, Mai 2010

Satellitenbeobachtung Simulation



Olausbreitung

Satellitenaufnahmen des Deepwater Horizon Unfalls
April 2010
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Arctischer Ozonabbau

Vorgegebenes Windfeld in Arctischer Stratosphére (ca. 18 km Hohe)
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Erhaltungsprinzip

Idee: Leite PDGI aus physikalischem Gesetz (Erhaltung) her!

Masse M im Kontrollvolumen V

M:Lm@m
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Massenbalance

Massenanderung

(% / o(z) dx) - dt .

Fluss-Rate (Uber Réander)
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Kontinuitatsgleichung

Anwendung des Gaul3'schen Integralsatzes:
/ p(v,1n) do :/ V- (pv) dx
ov |4

Q/ p(z) de = — /V (pv) dz qilt fur alle V

Q2w gm0
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Variationsprinzip

Idee: Leite PDGI aus physikalischem Gesetz (Minimierung) her!

Membran = Minimalflache

Minimierungsproblem: Minimiere Beugungsenergie

J = / \/1 + Oy, u? + Op,u? darydas < min
Q

ulopn = ¢
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Herleitung

Fur
Vu = (0z,u, 0z,u) K 1,

(d.h. Vu klein), nehmen wir an

1
I+ 02+ 0%u 1+ 5 (0% ut 02,u)

1
J = 5 / (8m1u2 — (9x2u2) dxr1dro = min
Q
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Poisson Gleichung

Setze: F(u, Oy, u, Oy, ut) := Oy, u” + Oy, u’

Dann qilt:

1
Falls J = 5 / (02, u* + Op,u?) dridre = mMin
Q

Au = (97, + 07 )u=0

27.



Erhaltungsprinzip Variationsprinzip

Idee: Leite PDGI aus physikalischem Gesetz (Erhaltung) her! Idee: Leite PDGI aus physikalischem Gesetz (Minimierung) her!

Solution

A L R4S
e e
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\ﬂ — Membran = Minimalflache

Minimierungsproblem: Minimiere Beugungsenergie
L)

Masse M im Kontrollvolumen V

M=/Vp(:1:) dx
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Notationen und
Definitionen

Definition: (Partielle Differentialgleichung)
Eine Gleichung bzw. ein Gleichungssystem der Form

#u P Fay
Bxy" T e Py O O ez )

P (u(u
fur eine gesuchte Funktion u : D —» R™, D C R™, heiBt ein System particller
Differentialgleichungen (PDG oder PDE) fiir die i Funktionen uy(x),.. ., g (X).

Tritt eine der partiellen Ableitungen prter Ordnung (5 2 %——) explisit auf, so
spricht man von einer PDG der Ordnung p.

Bemerkungen
® In Amwendungen treten oft Ortsvarablen auf x = (ry,...,r)" € R".
Haufg 1~ 3. Definition: (lineare/nichtlineare PDG)
© Entsprachend st hiufg eine Zeitvarsblo ausgessichner: £ € R. 1. Eine PDG heiBt inear, falls F(x, u,...) affin-linear in den Variablen u, 2. %

 Betrachte dann die sligemeinte PDG in (n + 1) Variablen

,,(, (1), ,% e 2. Eine PDG heit semilinear, falls F(x,u,...) affin-linear in den Variablen
Lo d T4, 520 B st und die Koeffizienten nur von x = (zi,...,a)
« Diferentivioperatoren wie etva abhingén.

V. div, o4 3. Eine PDG heiBt quasilinear, falls F(x.u,...) affin-finear in den Variablen

beziehen sich dana sets auf die n Ortsvariablen, zum Beispiel S, 50— B ist. Die Koeffizienten konnen dann von x, u, £,
0 abhingen.
e

div =
4. In allen anderen Fallen heiBt die PDG nichtlinear.
a -

Beispicie

1. Skalare lineare PDG 1. Ordnung in zwei Variablen

3. Semifineares System von PDG 2. Ordnung in n Variablen

Y ayle o ie s, = (2. ERY u,

4. Nichtfineare skalier PDG 1. Ordnung in zwei Variablen.

29.



Definition: (Partielle Differentialgleichung)
Eine Gleichung bzw. ein Gleichungssystem der Form

F (x, u(x) ou Ou oPu oPu oPu _o
’ "Oxy " Oz’ OPy OP 12Oy Oy, )

fur eine gesuchte Funktion u : D — R™, D C R", heiBt ein System partieller
Differentialgleichungen (PDG oder PDE) fiir die m Funktionen uj(x), ..., un(X).

o u
1...3pn wn

Tritt eine der partiellen Ableitungen p-ter Ordnung (5512 ) explizit auf, so

spricht man von einer PDG der Ordnung p.

Bemerkung: In Anwendungen treten typischerweise
(Systeme von) PDG erster und zweiter Ordnung auf.

31.



Definition: (lineare/nichtlineare PDG)

1. Eine PDG heiBt linear, falls F(x, u, . . .) affin-linear in den Variablen u, 8‘9“ Cee SZ—L‘
Ist.

2. Eine PDG heiBt semilinear, falls F(x,u,...) affin-linear in den Variablen

p D p . . . .
gx'i}, 83:’?_111833 ,...,&:—}o‘ ist und die Koeffizienten nur von x = (x1,...,z,)"
1 1 2 n
abhangen.

3. Eine PDG heiBt quasilinear, falls F(x,u,...) affin-linear in den Variablen

OfPu OPu OPu : Ou or—1
927 5at—1g5,7 " " Ok, ist. Die Koeff|2|enten konnen dann von x, u, Bz BT
abhangen.

4. In allen anderen Fallen heiBt die PDG nichtlinear.

32.



Beispiele:

1. Skalare lineare PDG 1. Ordnung in zwei Variablen:

a1 (2, y)ue + a2(z, y)uy + b(z,y)u = c(z,y).
2. Skalare quasilinear PDG 1. Ordnung in zwei Variablen:

a1 (z,y, u)uy + az(z, y, u)uy,+ = g(x,y, u).

3. Semilineares System von PDG 2. Ordnung in n Variablen:

n
g i (T1y- -y Tn) Uy, = O(T1,. .0, Ty, W, Ugy, .0, Uy, ).
ij=1

4. Nichtlineare skalier PDG 1. Ordnung in zwei Variablen:

(u$)2 + (Uy)2 — f(x,y,u,uw ’ Uy).

33.



Bemerkungen:

e In Anwendungen treten oft Ortsvariablen auf: x = (z1,...,2,)" € R™.

Haufig ist n = 3.
e Entsprechend ist haufig eine Zeitvariable ausgezeichnet: t € R.

e Betrachte dann die allgemeinte PDG in (n + 1) Variablen

P P
P (x,t, u(x, 1), ou du Ou oPu 0 u) _o.

a—wl,...,—axn,a,...,8le,,..., 8tp

e Differentialoperatoren wie etwa
V, div, rot, A

beziehen sich dann stets auf die n Ortsvariablen, zum Beispiel

div =

.Mz
SIS

~
Il
—
~

>
|
INgh
Q
Q
iR

@
Il
o

34.



Mathematische
Modellierung mit PDG

Reynoldscher Transportsatz

Kontinuitédtsgleichung

Diffusionsgleichung

35.



Reynoldscher Transportsatz

ipg

Vorbemerkungen:
Zur Zeit t = 0 nehme eine physikalische GroBe ein Gebiet (beschrinkte offene
Menge) Dy C R™ ein.

Osborne

GroBen sind beispielsweise Ladung (Elektrodynamik) oder Dichte (Fluiddynamik)
Die Funktion ¢(y,t) beschreibe die Veranderung eines Punktes yo € Dy in der Zeit:

6:Dgx[0,T] - Dy CR", Dy, :={¢(y,t):y € Do}.
Die Trajektorie von y € Dy ist die Abbildung
Tt oy, t) € Dy

und 9
7000 = v(6(y. 1) 1)
bezeichnet das Geschwindigkeitsfeld v der physikalischen GroBe.

hitps: /fupload.wiki

Theorem: (Reynoldscher Transportsatz) Oshorne Reynolds (1842-1912)
Fiir eine beliebige differenziertere, skalare Funktion F' : Dy x [0,7] — R gilt:

d

0
i Jo, f(x,t) dx = /D1t [af—f— V. (fv)] (x,t) dx.

Erinnere: divy =V -y.

36.



Vorbemerkungen:

Zur Zeit t = 0 nehme eine physikalische GroBe ein Gebiet (beschrankte offene
Menge) Dy C R” ein.

Die Funktion ¢(y,t) beschreibe die Veranderung eines Punktes yg € Dg in der Zeit:
¢:Dygx[0,T] - Dy CR", Dy:={¢p(y,t):y € Dp}.
Die Trajektorie von y € Dy ist die Abbildung
T:t— ¢(y,t) € Dy

und
£6(3,1) = (8L, 1)1

bezeichnet das Geschwindigkeitsfeld v der physikalischen GroBe.

37.



Theorem: (Reynoldscher Transportsatz)
Fir eine beliebige differenziertere, skalare Funktion F': Dy x [0,T] — R gilt:

i s [ 5+ ()| (0 ax



Beweisidee:

e Transformiere linke Seite von D; auf Dy:
f(x,t) dx= [ [f(o(yt),t)J(y,1) dy,
D, Do

wobei J(y,t) = det(Dyo(y,t)) die Jacobi-Matrix von ¢(y,t) beziiglich y
sel.

e Berechne die zeitliche Ableitung der obigen rechten Seite:

d

i ], F660.076,0) dy

e Transformiere dann zuriick auf das zeitabhangige Gebiet D;.

39.



Kontinuitatsgleichung

Kontinuitatsgleichung: Flussfunktion:
e Sei nun p(x, t) die Massendichte einer physikalischen GréBe (z.B. Fluiddichte). e Schreibe die Kontinuitatsgleichung mit Hilfe einer Flussfunktion q(x,t):
e Es gelte ein Erhaltungsprinzip der Form :))1 p(%,8) + V - q(x,£) = 0.
p(x,t) dx = 0.

dt De e Wir vermeiden zwei unbekannte GroBen p und q in einer Gleichung durch

,t) = , 1),V st)y..u).
e Nach Reynoldschem Transportsatz gilt dann: (1) = alp(x,1), Ve(x, 1))

e Beispiel: Der Fluss q ist proportional zur Dichte p, also

/; [§p+ v- (pv)} (x,t) dx = 0.

ot q(x,t) =a-p(x,t), acR"
e Da D, C R" beliebige Teilmenge, gilt die PDG (Kontinuitatsgleichung): o Dann erhalten wir die (Transportgleichung):
9 o
—p(x,t) + V- (pv)(x,t) = 0. —p(x,t) +a-Vp(x,t) = 0.

ot ot




Kontinuitatsgleichung:
e Sei nun p(x,t) die Massendichte einer physikalischen GroBe (z.B. Fluiddichte).

e Es gelte ein Erhaltungsprinzip der Form

d
pm . p(x,t) dx = 0.

e Nach Reynoldschem Transportsatz gilt dann:

/Dt [%p V- (PV)] (x,t) dx = 0.

e Da D; C R™ beliebige Teilmenge, gilt die PDG (Kontinuitatsgleichung):

%p(x, t)+ V- (pv)(x,t) =0.

41.



Flussfunktion:

e Schreibe die Kontinuitatsgleichung mit Hilfe einer Flussfunktion q(x,t):

0
ap(x, t)+V-q(x,t) =0.

e Wir vermeiden zwei unbekannte GroBen p und q in einer Gleichung durch
a(x,t) = al(p(x,t), Vp(x,t),...).
e Beispiel: Der Fluss q ist proportional zur Dichte p, also
qa(x,t) =a- p(x,t), aeR",

e Dann erhalten wir die (Transportgleichung):

0
ap(x, t)+a-Vp(x,t) =0.

42.



Diffusionsgleichung

Warmeleitung oder Diffusion:
e Die Funktion p(x,t) beschreibe nun:

— chemische Konzentration
— Temperatur
— elektro-statisches Potential

e Der Fluss q sei proportional zum Gradienten von p (mit umgekehrtem Vorze-

ichen):
q(x,t) = —aVp(x,t), 0<acR.
e Dann folgt:
7]
&p(x,t) + V- (-aVp(x,t)) = 0
= Dpxt) = anpxn)

e Mit a := 1 erhalten wir die Warmeleitungsgleichung
(oder Diffusionsgleichung):

2 o, ) = g, 1).

Bemerkung:
Die Abschlussrelation
ax,t) = —aVp(x,1)

nennt man
e das Ficksche Gesetz der Diffusion,
e das Fouriersche Gesetz der Warmeleitung, oder
e das Ohmsche Gesetz der elektrischen Ladung.

Beobachtung:
Drei verschiedene physikalische Probleme liefern dieselbe mathematische Gleichung!

a4.



Warmeleitung oder Diffusion:
e Die Funktion p(x,t) beschreibe nun:

— chemische Konzentration
— Temperatur

— elektro-statisches Potential

e Der Fluss q sei proportional zum Gradienten von p (mit umgekehrtem Vorze-
ichen):
a(x,t) = —aVp(x,t), 0<a€cR.

e Dann folgt:
0
&p(x,t)—l—v-(—an(x,t)) = 0
0
= a,o(x, t) = alp(x,t).

e Mit a := 1 erhalten wir die Warmeleitungsgleichung
(oder Diffusionsgleichung):

0
&p(x’ t) - Ap(x’ t)

45.



Bemerkung:
Die Abschlussrelation
a(x,t) = —aVp(x,1)

nennt man
e das Ficksche Gesetz der Diffusion,
e das Fouriersche Gesetz der Warmeleitung, oder
e das Ohmsche Gesetz der elektrischen Ladung.

Beobachtung:
Drei verschiedene physikalische Probleme liefern dieselbe mathematische Gleichung!

46.
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