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Klassenstufen 7, 8
Aufgabe 1 (4+10+6 Punkte). (a) In einem gleichschenkligen Dreieck sei der

Winkel zwischen den gleichen Schenkeln a.. Findet je eine von o abhangige
Formel fiir die Basiswinkel § und v (mit Begrindung).
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(b) Auf drei Seiten eines Quadrats ABC' D werden gleichseitige Dreiecke AABE,

ACBF und AADG gezeichnet, so dass F im Innern des Quadrats liegt und F
und G auflen:

A B

1. Beweist, dass D, E und F' auf einer Geraden liegen.

2. Beweist, dass G, E und F' nicht auf einer Geraden liegen.
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Aufgabe 2 (14342454544 Punkte). Die Quersumme einer positiven ganzen
Zahl ist die Summe ihrer Ziffern in der Dezimaldarstellung.

(a) Beschreibt die grofite Zahl, deren Quersumme 47 betrigt und in deren De-
zimaldarstellung keine Null vorkommt.

(b) Findet die kleinste Zahl mit Quersumme 47 und begriindet, dass es keine
kleinere gibt.

(c) Zeigt, dass die Differenz von einer Zahl und ihrer Quersumme immer ein
Vielfaches von 9 ist.

Hinweis: Benutzt, dass 9, 99, 999, ... durch 9 teilbar sind.

(d) 1. Findet jeweils eine Zahl, die genau 1-mal so grof} ist wie ihre Quersum-
me, die 2-mal so grof§ ist wie ihre Quersumme, ..., die 10-mal so grofl
ist wie ihre Quersumme.

2. Fir welche Zahlen n von 1 bis 10 gibt es nur eine Zahl kleiner 100,
die genau n-mal so grofl wie ihre Quersumme ist, fiir welche n gibt es
mehrere? Begriindet.

(e) Gibt es eine Zahl, die genau 101-mal so gro8 wie ihre Quersumme ist?
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Aufgabe 3 (3+5+4+8 Punkte). Bei einem Mathematikwettbewerb sollen Schii-
lerteams Aufgaben 16sen. Ein Team bestehend aus Anna, Ben, Clara, David und
Emily versucht die Aufgaben 1 bis 5 so aufzuteilen, dass jeder Person eine Aufgabe
zugeordnet wird und dass jede Aufgabe auch von genau einer Person bearbeitet
wird.

(a) Zeigt, dass die Aufgaben so aufgeteilt werden konnen, wenn Anna nur die
Aufgaben 2 und 3, Ben nur die Aufgaben 1 und 5, Clara nur die Aufgaben 1
und 4, David nur die Aufgabe 2 und 3 und Emily nur die Aufgaben 4 und 5
erledigen kann.

(b) Zeigt, dass die Aufgaben nicht so aufgeteilt werden kénnen, wenn Anna nur
die Aufgaben 3 und 5, Ben nur die Aufgaben 1, 2, 4 und 5, Clara nur die
Aufgaben 3 und 5, David nur die Aufgaben 3 und 5 und Emily nur die
Aufgaben 1, 2, 3 und 4 erledigen kann.

(¢) Angenommen bei einem anderen Wettbewerb (mit grofieren Teams und mehr
Aufgaben) tritt die Situation ein, dass jedes Teammitglied genau zwei Auf-
gaben erledigen kann und dass jede Aufgabe von genau zwei Personen gelost
werden kann.

1. Zeigt, dass es unter dieser Voraussetzung genau so viele Aufgaben geben
muss wie Teammitglieder.

2. Zeigt, dass unter dieser Voraussetzung die Aufgaben so aufgeteilt wer-
den kénnen wie oben.
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Aufgabe 4 (8+1+6+5 Punkte). Eimer A enthalte 3 Liter Sirup, Eimer B ent-
halte n Liter Wasser und Eimer C sei leer. Daraus wird ein Erfrischungsgetrank
gemischt. Hierbei ist Folgendes erlaubt:

e Leere einen Eimer (vollstdndig) aus.
e Schiitte den Inhalt eines Eimers vollstandig in einen anderen.

e Fiille aus einem Eimer einen zweiten Eimer soweit auf, bis im zweiten Eimer
genau so viel Inhalt ist wie im dritten Eimer.

Es sollen 10 Liter 30-prozentiges Sirupwasser entstehen, also 7 Liter Wasser ge-
mischt mit 3 Litern Sirup.

a) Wie kann man dies erreichen, wenn n = 20 ist?

(a)

(b) Zeigt, dass man dies nicht erreichen kann, wenn n = 5 ist.

(c) Zeigt, dass man dies nicht erreichen kann, wenn n = 9 ist.
)

(d) Fur welche natiirlichen Zahlen n kann man dies erreichen, fiir welche nicht
(jeweils mit Beweis)?
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Klassenstufen 9, 10

Aufgabe 1 (446+2+4+4 Punkte). Sei ABCD ein Parallelogramm.

(a) Uber den vier Seiten des Parallelogramms ABC' D wird je ein Quadrat errich-
tet. Die vier Mittelpunkte der Quadrate seien mit M, N, P und () bezeichnet
— mit Lage wie in der Zeichnung.

1. Zeigt, dass das M N P() ein Parallelogramm ist.
2. Zeigt, dass das Viereck M N P() ein Quadrat ist.

Hinweis: Zeigt, dass das Dreieck zwischen zwei Quadraten kongruent
zum halben Parallelogramm ist.

(b) Jetzt werden iiber den vier Seiten des Parallelogramms ABCD jeweils nach
auflen die gleichseitigen Dreiecke AADF, ABAG, ACBH und ADCJ er-
richtet.

1. Zeigt, dass das Viereck F'GH J stets ein Parallelogramm ist.

2. Was lasst sich iiber das Parallelogramm FGH J aussagen, wenn ABC' D
eine Raute (ein Rhombus) ist?

3. Was muss fir das Parallelogramm ABCD gelten, wenn FGH.J eine
Raute ist?

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Findet weitere Beziehungen zwischen den
Anforderungen an ABC'D und FGHJ.
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Aufgabe 2 (54+5+5+5 Punkte). (a) Gebt ein Beispiel dafiir an, dass 2" — 2™
mit n > m > 1 durch 10 teilbar ist, und eines, so dass es nicht durch 10
teilbar ist.

(b) Fiir welche n > m > 1 ist 2" — 2™ durch 10 teilbar und fir welche nicht?
(Begriindet.)

(c) Zeigt, dass 22" — 22" mit n > m > 1 stets durch 10 teilbar ist.

Schreibweise: 22" = 2(2")

(d) Fiir welche n > m > 1 ist 33" — 33" durch 10 teilbar und fiir welche nicht?
(Begriindet.)
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Aufgabe 3 (6+6+3+5 Punkte). Beim Wéagen mit einer einfachen Balkenwaage
werden Gegenstande auf die beiden Schalen der Waage gelegt. Eins von drei Ergeb-
nissen kann man ablesen: Die Waage ist im Gleichgewicht, falls beide Seiten gleich
schwer sind. Anderenfalls hingt die schwere Seite unten und die leichte oben, der
Gewichtsunterschied ist aber nicht erkennbar.

In den folgenden Problemen gibt es Kugeln mit genau zwei verschiedenen Ge-
wichten, leichte und schwere. Die Kugeln haben verschiedene Farben, wobei von
jeder Farbe genau eine Kugel leicht ist und alle anderen dieser Farbe schwer sind.
Die leichten Kugeln sollen mit einer Balkenwaage gefunden werden.

(a) Zeigt, dass man im Fall von zwei blauen, zwei roten und zwei gelben Kugeln
die leichten Kugeln immer durch zwei Wéagungen ermitteln kann.

(b) Zeigt, dass bei vier roten und vier blauen Kugeln immer drei Wagungen
reichen.

(c) Zeigt, dass bei sechs roten und sechs blauen Kugeln drei Wagungen nicht
immer reichen.
Hinweis: Betrachtet die Anzahl der Moglichkeiten der Gewichtsverteilung der
Kugeln und die Anzahl der moglichen Ergebnisse beim Wégen.

(d) Zeigt, dass bei fiinf roten und fiinf blauen Kugeln immer drei Wagungen
reichen.
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Aufgabe 4 (443+3+242+6 Punkte). Man betrachte in einem Quadrat Gitter-
punkte mit natiirlichen Koordinaten, also alle Punkte (z,y), bei denen x und y
natiirliche Zahlen kleiner oder gleich einer festen natiirlichen Zahl n sind. Die Men-
ge dieser Punkte wird hier mit [n] x [n] bzw. [n]? bezeichnet. Drei Punkte bilden
ein L, wenn zu einem (z,y) ein zweiter (z + a,y) rechts davon und ein dritter
(x,y+0b) oberhalb des ersten liegt (mit a,b € N). Zum Beispiel bilden (2, 3), (7, 3)
und (2,11) ein L in der Menge [11]2. Enthélt eine Teilmenge in [n]? kein L, so
nennen wir sie L-frei.

—

L in [3)? L-freie Menge in [3]?

(a) Zeigt, dass jede Teilmenge von [3]> mit mindestens sechs Punkten ein L
enthalt.

(b) Findet eine L-freie Teilmenge von [4]? mit sieben Punkten.
(c) Gibt es noch weitere L-freie Teilmengen von [4]* mit sieben Punkten?

(d) Gibt es einen Punkt, der in jeder groften L-freien Teilmenge von [n]? ent-
halten ist?

(e) Gibt es mehr als einen solchen Punkt wie im vorherigen Aufgabenteil?

(f) Findet eine Formel (mit Beweis) fir die Anzahl der Elemente der grofiten

L-freien Teilmenge von [n]?.
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Oberstufe (11, 12, 13)

Aufgabe 1 (6+8+442 Punkte). Ein rechtwinkliges Dreieck heile normal, falls in
den rechten Winkel ein Quadrat mit Seitenldnge 1 so einzeichnet werden kann,
dass die Katheten zwei Seiten des Quadrats enthalten und die Hypotenuse die
gegeniiberliegende Fcke des Quadrats enthélt.

(a) Wenn eine Kathete 3 lang ist, wie grof ist dann der Flacheninhalt des nor-
malen Dreiecks?

(b) Welche Werte sind fiir den Flédcheninhalt normaler Dreiecke moglich?

(c) 1. Welchen Flacheninhalt hat ein normales Dreieck, bei dem die Hypote-
nuse Lange 3 hat?

2. Welche Langen haben die Katheten eines normalen Dreiecks, bei dem
die Hypotenuse Lange 3 hat?
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Aufgabe 2 (8+12 Punkte). Es werden Parabeln der Form y = 2 + a;x + b; mit
reellen Zahlen a; und b; betrachtet.

(a) Stellt Bedingungen an aj, as, by und by auf, so dass zwei solche Parabeln
keinen, einen, zwei bzw. mehr Schnittpunkte haben (mit Begriindung).

(b) Es sind nun vier solche Parabeln ins Koordinatensystem eingezeichnet, die
insgesamt vier Schnittpunkte haben, wobei sich in keinem Schnittpunkt mehr
als zwei Parabeln schneiden. Die vier Schnittpunkte seien (z1,v1), (22,¥2),
(x3,y3) und (x4, ys4) mit x1 < 9 < 23 < 24.

Zeigt, dass dann immer xy + x4 = x9 + x3 gilt.
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Aufgabe 3 (4464644 Punkte). Der Zeiger eines Gliicksrads springt beim Drehen
jeweils in die Ecken eines regelméfBigen n-Ecks. Das Rad wird dreimal gedreht und
dadurch werden zufallig drei (nicht notwendigerweise verschiedene) Punkte A, B
und C' der Ecken des n-Ecks ausgewéahlt.

C
A

(a) Ist n =9, wie gro ist die Wahrscheinlichkeit, dass AABC' rechtwinklig ist?
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fiir beliebiges ungerades n?

(b) Ist n = 10, wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass AABC' rechtwinklig ist?
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir beliebiges gerades n?

(c) Ist n ungerade, wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Dreieck AABC
stumpfwinklig ist, ein Winkel also grofler als 90° ist?

(d) Ist n ungerade, wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Dreieck AABC
spitzwinklig ist, alle Winkel also kleiner als 90° sind?

Hinweis: Entartete Dreiecke, also solche, bei denen Ecken zusammenfallen, werden
weder als rechtwinklige noch als spitzwinklige Dreiecke gezéhlt.
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Aufgabe 4 (545410 Punkte). Eine positive ganze Zahl a > 1 wird (in ihrer De-
zimaldarstellung und ohne fithrende Nullen) zweimal hintereinander geschrieben,
so dass sich die Zahl z ergibt.

(a) Ist a eine n-stellige Zahl, durch welche n + 1-stellige Zahl ist dann z in jedem
Fall teilbar?

(b) Findet ein n, so dass z (in jedem Fall) einen einstelligen Teiler hat, der aber
grofer als 1 ist.

(c) Nun wird der Fall betrachtet, dass = ein ganzzahliges Vielfaches von a? ist.

Berechne alle moglichen Verhéltnisse .
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Losungen 7, 8

Losung 1. (a) Bei einem gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel gleich

(b)

grof (Spiegelsymmetrie), also ist § = . Die Winkelsumme im Dreieck be-
tragt 180°, also ist

a+pf+y=a+2-5=180°.

Durch Auflésen nach £ erhélt man die gewiinschte Formel

180° — « 1
=y=—— =90°— = - q.
B =" 5 5 O

1. Damit D, F und F' auf einer Geraden liegen, muss ZDFEF = 180°

gelten. Dieser Winkel setzt sich zusammen aus Z/DFEA, ZAEB und
/BFEF, die nun berechnet werden: Das Dreieck AAFEB ist gleichseitig,
also ist ZAEB = 60° und auflerdem ZFAD = 90° — 60° = 30° als
Differenz vom Winkel im Quadrat und gleichseitigen Dreieck.

Des Weiteren sind alle Seitenléngen des Quadrats und der gleichseitigen
Dreiecke iiber dessen Seiten gleich lang, also insbesondere auch |AE| =
|AD|, so dass AEAD gleichschenklig ist und damit nach dem vorherigen
Aufgabenteil ZDEA =90° — § - ZEAD = 90° — 5 - 30° = 75°.

Das Dreieck ABFEF ist ebenfalls gleichschenkligund ZFBE = ZFBC+
ZCBE = 60° + 30° = 90°, so dass man ZBEF = 90° — % - /FBE =
90° — % - 90° = 45° wieder mit dem vorherigen Aufgabenteil erhélt.
Insgesamt ergibt sich also

LDEF = /BEF + ZAEB + ZDEA = 45° + 60° 4+ 75° = 180°,

so dass D, E und F auf einer Geraden liegen.

. Da die Figur symmetrisch zu einer Senkrechten auf AB durch F ist, ist

/GEA = /BEF, also erhdlt man mit den im vorherigen Teil berech-
neten Winkeln insgesamt

LGEF = ZGEA+ ZAEB + ZBEF = 45° + 60° + 45° = 150° # 180°,

also liegen G, F und F nicht auf einer Geraden.

Bemerkung: Man kann natiirlich auch ohne Benutzung der Winkel
des vorherigen Teils argumentieren, dass F'G aus Symmetriegriinden
parallel zu AB durch den Mittelpunkt des Quadrats verlauft, E aber
nicht diesen Abstand von AB hat, da die Hohe im gleichseitigen
Dreieck AABE nicht die Halfte der Grundseite sein kann.




Hamburger Tag der Mathematik, 14. November 2015 — Losungen 7, 8 14

Losung 2. (a) Die groBte Zahl mit Quersumme 47 besteht aus 47 Einsen, da
die Ziffer Null ja nicht benutzt werden soll und die Zahl weniger Stellen héatte
und somit kleiner ware, wenn groflere Ziffern als die Eins benutzt werden.

(b) Die kleinste Zahl mit Quersumme 47 ist die 299999. Funfstellige Zahlen ha-
ben namlich héchstens Quersumme 45 und jede andere sechsstellige Zahl mit
Quersumme 47 héatte eine groBere erste Stelle und wére somit grofier.

(c) Beispielsweise ist die Differenz der Zahl 2345 und ihrer Quersumme

2345 — (2+3+4+4+5)=2-1000+3-100+4-10+5-1—-2—-3—-4—5
=2-1000—-2+3-100—-3+4-10—-4+5-1-5
=2-(1000 — 1) +3- (100 — 1) +4- (10 — 1)
=2-999+3-994+4-9
=(2-11143-11+4-1)-9

ein Vielfaches von 9. Die Uberlegung hinter dieser Beispielrechnung zeigt,
dass die Behauptung fiir jede Zahl stimmt:

Jede Ziffer geht selbst als Summand in die Quersumme ein. In die Zahl
geht jede Ziffer multipliziert mit ihrem Stellenwert als Summand ein, also
multipliziert mit 1, 10, 100, ... In die Differenz zwischen der Zahl und ihrer
Quersumme geht die letzte Ziffer also 1—1 = 0-mal ein, die vorletzte 10—1 =
9-mal, die davor 100 — 1 = 99-mal usw. Da 9, 99, 999 usw. Vielfache von
9 sind, namlich 1-9, 11 -9, 111 - 9 usw., geht jede Ziffer mit einem Faktor
multipliziert in die Differenz ein, der ein Vielfaches von 9 ist. Insgesamt ist
die Differenz also auch ein Vielfaches von 9.

(d) 1. Da die Quersumme der Zahlen 1-9 =9,2-9 =18, ..., 10-9 = 90
jeweils 9 ist, haben diese Zahlen die gesuchte Eigenschaft.

2. Die Zahlen 1 bis 9 sind 1-mal so grofl wie ihre Quersumme, die zehn-
fachen dieser Zahlen, also 10, 20, ..., 90, sind 10-mal so grofl wie ihre
Quersumme. Die Zahlen 12, 24, 36 und 48 sind 4-mal so grofl wie ihre
Quersumme, die Zahlen 21, 42, 63 und 84 sind 7-mal so grofl wie ihre
Quersumme. Bleibt zu zeigen, dass es firn =2, n =3, n =15, n =6,
n = 8 und n = 9 nur die oben genannte Zahl 9 - n gibt, die n-mal so
grof} ist wie ihre Quersumme:

Da die Zahl n-mal so grof§ sein soll wie die Quersumme, muss die Diffe-
renz von der Zahl und ihrer Quersumme genau n — 1-mal so grof} sein
wie die Quersumme der Zahl. Die Differenz ist aber durch 9 teilbar wie
oben gezeigt. Filir die genannten n ist n — 1 nicht durch 3 teilbar, also
muss die Quersumme ein Vielfaches von 9 sein, die Zahl selbst also auch
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ein Vielfaches von 9. Da alle durch 9 teilbaren positiven zweistelligen
Zahlen aufler 99 die Quersumme 9 haben und die Zahl 99 kein Vielfaches
ihrer Quersumme ist, ist 9 - n die einzige solche Zahl.

(e) Die Vielfachen von 101 bis 99-101 sind von der Form, dass eine Zahl zweimal
hintereinander geschrieben wird, eventuell mit einer Ziffer Null dazwischen.
Da 18 gerade 2-mal so grof} ist wie die Quersumme von 18, hat 18-101 = 1818
die Quersumme 18 und ist damit 101 mal so grofl wie die Quersumme von
1818.

Losung 3. (a) Anna bekommt Aufgabe 2, Ben 1, Clara 4, David 3 und Emily 5.

(b) Aufgaben 1, 2 und 4 kénnen nur von insgesamt zwei Personen gelost werden,
namlich von Ben und Emily. Die beiden kénnen aber zusammen nur zwei
Aufgaben l6sen, nicht drei.

(c) 1. Wir nennen ein Teammitglied zusammen mit einer Aufgabe, die es 16-
sen kann, eine Losungsmoglichkeit. Da jedes Teammitglied genau zwei
Aufgaben losen kann, gibt es zweimal so viele Losungsmoglichkeiten
wie Teammitglieder. Da jede Aufgabe von genau zwei Teammitgliedern
gelost werden kann, gibt es auch genau zweimal so viele Losungsmog-
lichkeiten wie Aufgaben. Also gibt es halb so viele Aufgaben und halb
so viele Teammitglieder wie Losungsmoglichkeiten, insbesondere ist die
Anzahl der Teammitglieder und Aufgaben gleich.

2. Man gibt der ersten Person eine Aufgabe, die sie 16sen kann. Nun be-
trachtet man die andere Person, die diese Aufgabe hétte 16sen kénnen
und gibt ihr die andere Aufgabe, die sie l6sen kann. So fahrt man fort,
bis man die andere Aufgabe verteilt hat, die die erste Person héatte 16sen
konnen. Dies ist immer moglich, da man bei dem Verfahren zum Einen
fiir jede Person (aufler der ersten) immer beide Aufgaben direkt nach-
einander abarbeitet, die diese Person l6sen kann, und zum Anderen fiir
jede Aufgabe immer beide Personen direkt nacheinander abarbeitet, die
diese l16sen kéonnen. Man findet also immer als néchstes eine Aufgabe
bzw. Person, die man noch nie vorher angekuckt und zugeordnet hat,
bis man die andere Aufgabe der ersten Person findet und einen Kreis
schlieft.

Nun hat man dasselbe Problem wie vorher, nur dass eine gewisse An-
zahl Personen und dieselbe Anzahl Aufgaben bereits verteilt sind. Man
beginnt also mit einer neuen ,ersten Person und geht wieder so vor,
bis man einen zweiten Kreis schlieBft. So fihrt man fort, bis man alle
Aufgaben verteilt hat.
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Bemerkung: Fragestellungen dieser Art lassen sich gut mit Hilfe der Graphen-
theorie modellieren und sind Spezialfille des sogenannten Heiratssatzes von Phi-
lip Hall.

Losung 4. (a) Man fullt finfmal 3 Liter aus Eimer B in Eimer C' und leert

Eimer C' die ersten vier Male dann vollstdndig aus, dann sind in Eimer A
3 Liter Sirup, in Eimer B 5 Liter Wasser und in Eimer C' 3 Liter Wasser.
Nun kann man Eimer A aus Eimer C auf 5 Liter auffiillen, von denen 3 Liter
Sirup sind. Schiittet man noch die 5 Liter Wasser aus Eimer B dazu, hat
man wie gewiinscht in Eimer A 10 Liter Fliissigkeit, von denen 3 Liter Sirup
sind.

Es sollen 7 Liter Wasser im Sirupwasser enthalten sein, also muss n mindes-
tens 7 sein, damit dies moglich ist.

Ist n ein Vielfaches von 3, zum Beispiel n = 9, so ist in jedem Eimer stets ein
Vielfaches von 3 an Fliissigkeit enthalten. Also kénnen nie 10 Liter in einem
Eimer sein.

Zur Begrindung iiberpriift man alle Aktionen: Nach dem Ausleeren eines
Eimers sind 0 Liter enthalten, also wieder ein Vielfaches von 3. Schiittet
man zwei Eimer zusammen, addiert man zwei Literzahlen, die beide Vielfache
von 3 sind, erhalt also wieder ein Vielfaches von 3. Fiillt man einen Eimer
auf den Stand eines anderen auf, in dem ein Vielfaches von 3 ist, hat der
aufgefiillte Eimer auch ein Vielfaches von 3 Inhalt. Die Differenz der alten
und neuen Menge des aufgefiillten Eimers ist auch ein Vielfaches von 3, da
beide Vielfache von 3 sind. Diese Differenz wurde auch aus dem dritten Eimer
entnommen, in dem somit auch ein Vielfaches von 3 um ein Vielfaches von 3
vermindert wurde, so dass wieder ein Vielfaches von 3 enthalten ist. Bei jeder
Aktion sind also danach nur Vielfache von 3 in allen Eimern, wenn dies zuvor
schon der Fall war.

In den vorherigen Aufgabenteilen hat sich ergeben, dass n mindestens 7 sein
muss und kein Vielfaches von 3 sein darf. Sind diese beiden Bedingungen
erfiillt, so kann man 10 Liter 30-prozentiges Sirupwasser immer herstellen:

Ist n— 2 ein Vielfaches von 3, so verwirft man wie oben immer wieder 3 Liter
iiber Eimer C', bis man noch 5 Liter Wasser in Eimer B und 3 Liter Wasser
in Eimer C' hat. Wie oben kann man dann Eimer A auf 5 Liter auffiillen und
mit Eimer B kombinieren.

Ist n—1 ein Vielfaches von 3, so verwirft man iiber Eimer C solange jeweils 3
Liter, bis noch 7 Liter in Eimer B iibrig sind. Diese schiittet man dann zu
den 3 Litern Sirup in Eimer A.
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Losungen 9, 10

Losung 1. (a) 1. Bei einer Punktspiegelung am Mittelpunkt des Parallelo-
gramms ABCD fallen M und P aufeinander sowie N und (). Also sind
gegeniiberliegende Seiten in M N P(Q parallel und es ist ein Parallelo-
gramm.

2. Die iiber den Seiten von ABC D errichteten Quadrate seien AAgpByB,
BBCC'BC’, CCDDcD und DDAADA

Es gilt ZBAD+ /ZCBA = 180°, da gegeniiberliegende Winkel im Paral-
lelogramm gleich sind und alle zusammen 360° ergeben. Auflerdem ist
/LBAD + ZApAAp = 180°, da die beiden Winkel zusammen mit zwei
rechten Winkeln einen Vollwinkel bilden. Also ist ZApAAg = ZCBA =
LADC.

Da fiir jeweils gemeinsame Seiten an einem Quadrat |ApA| = |AB]
und |AAp| = |AD| = |BC| gilt, sind ACBA und AApAAg kongruent.
Dreht man also ACBA um 90° um M, so fallt es auf AApAAg. Deshalb
fallt bei derselben Drehung das Quadrat CBB-Cpg auf ApADD 4 und
ebenso N auf Q. Es gilt also |[MN| = |MQ| und ZNMQ = 90°. Somit
ist das Parallelogramm M N P(Q) sogar ein Quadrat.

Bemerkung: Man kann statt des letzten Absatzes auch wie folgt
weiter argumentieren: ZNBM = /NBC+/ZCBA+/ZABM = 45°+
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/OBA +45° = LZQAAp + LApAAp + LZAgAM = ZQAM. Da
INB| = |QA| und |BM| = |AM| sind, ist ANBM kongruent zu
AQAM. Da B bei einer Drehung um 90° um M auf A fallt, fallt
also M N bei derselben Drehung auf M Q. Es gilt also |MN| = |MQ)|
und ZNM@E = 90°. Somit ist das Parallelogramm M N P(Q sogar ein
Quadrat.

(b) 1. Die Argumentation ist exakt dieselbe wie im ersten Abschnitt der vor-
herigen Teilaufgabe, nur dass M, N, P und @ jetzt F, G, H und J
entsprechen.

H

F

2. Ist ABCD eine Raute, so gehen F' und G bei der Spiegelung an der
Winkelhalbierenden des Winkels ZC' B A ineinander iiber. Da diese Win-
kelhalbierende der Diagonalen BD von ABCD entspricht, gehen bei
der Spiegelung daran auch H und J ineinander iiber. Also gehen auch
AGFJ und AFGH bei dieser Spiegelung ineinander iiber und es gilt
LGFJ = /ZHGF, das Parallelogramm F'GHJ ist somit ein Rechteck.
Wenn ABC' D eine Raute ist, ist F'GH J also ein Rechteck, es ist aber oh-
ne weitere Voraussetzung im Allgemeinen kein Quadrat: Damit FGHJ
paarweise gleichlange Seiten hat, muss ABCD ein Rechteck sein, wie
im néchsten Teil bewiesen wird.

Bemerkung: Man kann auch leicht anders als im ersten Absatz ar-
gumentieren. Ist ABC'D eine Raute, so gehen GG und F' durch Spiege-
lung an der Winkelhalbierenden von ZC BA ineinander iiber, auf der
auch der Mittelpunkt O des Parallelogramms ABCD liegt. In dem
Fall ist also |GO| = |FO|. Gleichzeitig ist O immer der Mittelpunkt
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von F'H, da gegeniiberliegende Dreiecke durch Punktspiegelung an
O ineinander tibergehen. Also liegt G' auf dem Kreisbogen tiber dem
Durchmesser F'H. Damit ist nach dem Satz des Thales ZHGF ein
rechter Winkel und F'G HJ somit ein Rechteck.

3. Wenn FGHJ eine Raute ist, dann ist ABC'D ein Rechteck. Im Folgen-

den wird sogar gezeigt, dass ABC'D genau dann ein Rechteck ist, wenn
FGHJ eine Raute ist.
Genau wenn das Parallelogramm FGHJ eine Raute ist, ist |FJ| =
|FFG|. Da die Seitenldngen eines der gleichseitigen Dreiecke gleich sind
und auch mit denen des am Mittelpunkt der Figur gespiegelten Dreiecks
tibereinstimmen, ist immer |AF| = |BF| und |AJ| = |BG|. Also ist
das Parallelogramm F'GHJ genau dann eine Raute, wenn die Dreiecke
AJFA und AGF B kongruent sind, und das ist genau dann der Fall,
wenn /JAF = /FBG bzw. ZJAF = 180°—/ZF BG ist, Letzteres, wenn
von A und B ein Punkt innerhalb und einer auerhalb von FGH J liegt.
Man stellt den Zusammenhang von ZJAF und ZF BG zu den Paral-
lelogrammwinkeln her, indem man beobachtet, dass sie sich jeweils zu-
sammen mit zwei 60°-Winkeln zu Vollwinkeln erginzen, es gelten die
beiden Gleichungen

LJAF = 360° — 60° — LBAD — 60° = 240° — ZBAD und
ZFBG = 360° — 60° — ZOBA — 60° = 240° — ZCBA.

Der Fall ZJAF = 180° — ZF BG kann also gar nicht auftreten, da sonst

180° = LJAF + ZFBG
=480° — (LBAD + ZCBA) = 480° — 180° = 300°

gelten miisste, weil im Parallelogramm immer /BAD + ZCBA = 180°
gilt.

Der Fall ZJAF = ZFBG gilt nach den beiden Gleichungen genau
dann, wenn /BAD = ZCBA ist. Wegen Z/BAD + ZCBA = 180° ist
genau dann /BAD = ZCBA = 90°, das Parallelogramm ABC'D also
ein Rechteck.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Dass ABC'D ein Rechteck sein muss, damit
FGHJ eine Raute ist, wurde oben bereits gezeigt.
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Nun wird weiter untersucht, wann FGH.J ein Rechteck ist. Ist FGH.J ein Recht-
eck, so sei AF'B'G’" das 90° um F' gedrehte und so gestreckte Dreieck AF BG, dass
F" = Fist und G’ auf J fallt. Esist ZAFB' = /BFB'— /ZBF A = 90°—60° = 30°.
Des Weiteren ist /F'G'B' = /FGB = Z/ZHJD und ZFJH = 90°, also ist auch
/B'JA = 30°. Die Verhaltnisse ‘Lg,ﬂ = g?! und ||‘]§,“]]‘| = gfé‘,' = ‘ggl‘ sind jeweils
der Streckungsfaktor aus der Konstruktion von AF’B’G’. Also haben in den Drei-
ecken AAF B’ und AAJB' jeweils zwei Seiten dasselbe Verhéltnis zueinander und
der dazwischenliegende Winkel stimmt tiberein, so dass die Dreiecke dhnlich sind.
Da die Dreiecke auflerdem die Seite AB’ gemeinsam haben, sind sie sogar kongru-
ent. Es gilt also |AF| = |AJ| und damit auch |[AB| = |AD]|, das Parallelogramm
ABCD muss also eine Raute sein.

Genau, wenn ABCD eine Raute ist, ist F'GH J also ein Rechteck, genau, wenn
ABCD ein Rechteck ist, ist FGHJ also eine Raute. Somit ist FGHJ genau dann
ein Quadrat, wenn ABC' D ebenfalls ein Quadrat ist.

Bemerkung: Um zu zeigen, dass ABC' D eine Raute sein muss, damit FGH.J
ein Rechteck ist, kann man auch feststellen, dass dafiir nach der Umkehrung
des Satzes von Thales |GO| = |FO| = |HO| gelten muss und nachrechnen,
dass ABCD dann eine Raute sein muss: Ohne Einschrankung sei O = (0, 0),
B = (2,0) und C' = (z,y). Dann erhélt man G, indem man BC um 90° dreht

mit ? multipliziert und zum Mittelpunkt von BC' hinzuaddiert, also ist G =

(y,1 —2) -3+ (1+m,y). Da ABCD ein Parallelogramm ist, ist A = (—z, —y)
und man erhélt analog zu G auch F = (y,—1 —2) - V3 + (1 — z,—y). Man
berechnet (mit dem Satz des Pythagoras)

|FOP = (V3y+1—1)"+ (V3+V3z +y)*,
IGO)? = (V3y + 1+ 2)* + (V3 — V3z +y)?
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und damit
|GO|2 - |FO|2 =4z + 4\/§xy — 12z — 4\/§my — 8.

Es ist also |FO| = |GO| genau dann, wenn = = 0 gilt, C' und A also auf der y-
Achse liegen, wéhrend B auf der z-Achse liegt. Genau dann ist |AB| = |BC|
und das Parallelogramm ABC'D eine Raute.

Losung 2. (a) 23—22 = 8—4 = 4 ist nicht durch 10 teilbar, 2622 = 64—4 = 60
ist durch 10 teilbar.

(b) Da sich die Endziffer bei der Multiplikation nur aus den Endziffern der Fak-
toren ergibt, wiederholen sich die letzten Stellen 2, 4, 8, 6, 2, 4, ... der 2er-
Potenzen 2, 4, 8, 16, 32, 64, ... immer nach vier Schritten und vorher nicht.
Also hat 2" — 2™ fiir n,m > 1 genau dann die Endziffer 0 und ist damit
durch 10 teilbar, wenn n — m durch 4 teilbar ist.

(c) Fiirn,m > 1sind 2" und 2™ durch 4 teilbar, also ist auch deren Differenz 2™ —
2™ durch 4 teilbar und 22" — 22" hat damit nach der Losung des vorherigen
Aufgabenteils die Endziffer 0 und ist durch 10 teilbar.

(d) Die 3er-Potenzen 3, 9, 27, 81, 243, ... haben im 10er-System ebenfalls nach
vier Schritten wieder dieselbe Endziffer, 3" — 3™ ist jedoch nur dann durch 4
teilbar, wenn n — m durch 2 teilbar ist: 3!, 32, 3% usw. lassen namlich immer
abwechselnd den Rest 3 bzw. 1 bei der Teilung durch 4 und nur genau dann,
wenn 3" und 3™ denselben Rest lassen, ist die Differenz durch 4 teilbar.

Bemerkung: 22" — 22" ist fiir n > m > 1 immer durch 2% —2%° = 24.(2'—1) =
240 teilbar, 33" — 33" ist durch 33" — 3% = 3°.(3'8 — 1) teilbar. Dies ist der Fall,
da die Differenzen von der Form 24 - (2% — 1) mit natiirlichen k£ und ¢ sind und
(29" — 1% durch 2* — 1 teilbar ist, weil ¢* — b* immer durch a — b teilbar ist.
Analog sind Differenzen von der Form 3% - (318 — 1) und (3'%)" — 1* ist durch
3% — 1 teilbar.

Losung 3. (a) Legt man bei der ersten Wégung eine rote und eine gelbe Kugel
auf die eine Seite und eine gelbe und eine blaue auf die andere, dann liegen auf
beiden Seiten verschieden schwere gelbe. Falls die Waage im Gleichgewicht
ist, sind also die rote und die blaue Kugel verschieden schwer. In diesem
Fall ermittelt man mit einer weiteren Wagung, welche von beiden leicht und
welche schwer ist. Die leichte gelbe ist dann die, die bei der schweren Kugel
liegt.
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Falls die Waage im Ungleichgewicht ist, muss die leichte gelbe Kugel auf
der leichteren Seite liegen. Bei der zweiten Wagung legt man dann die rote
und die blaue Kugel aus den beiden Waagschalen zusammen in die linke
Schale und die andere rote und andere blaue Kugel in die rechte Schale.
Falls die Waage im Gleichgewicht ist, liegt auf jeder Seite eine schwere und
eine leichte Kugel. In der linken Schale ist dann die Kugel leicht, die zuvor
auf der leichten Seite war, und die andere ist schwer. Falls die Waage bei
der zweiten Wagung im Ungleichgewicht ist, liegen auf der leichten Seite
die beiden leichten Kugeln. Das Vorgehen bei Ungleichgewicht in der ersten
Wiégung ist in der folgenden Tabelle zu sehen

(Die Kugeln einer Farbe sind von 1 bis 2 nummeriert. Der nicht dargestellte
Ungleichgewichtsfall entspricht dem anderen, wenn die Farben rot und blau
vertauscht werden.)

1. Wagung LLIEY) I0)

Ergebnis 1. Wéagung <

2. Wégung 01 92

Ergebnis 2. Wéagung < > =
leichte Kugeln o 1 O 2 o 2

Eine Méglichkeit ist, zundchst auf eine Seite zwei blaue und eine rote Kugel
und auf die andere eine blaue und zwei rote zu legen. Ist eine von beiden Sei-
ten schwerer, miissen die beiden leichten Kugeln unter den fiinf Kugeln sein,
die nicht auf der schweren Seite liegen. Darunter sind drei von einer Farbe
und zwei der anderen. Wégt man jeweils zwei gleichfarbige dieser Kugeln
gegeneinander, so ist entweder eine von beiden leicht und die andere schwer
oder sie sind gleich schwer und die dritte Kugel dieser Farbe ist die leichte.
Der andere Fall, wenn die erste Wagung ein Gleichgewicht ergibt, wird in
der folgenden Tabelle behandelt:

(Die Kugeln einer Farbe sind von 1 bis 4 nummeriert. Der nicht dargestellte
Ungleichgewichtsfall entspricht jeweils dem anderen, wenn die Nummerie-
rung angepasst wird.)
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1. Wagung 003 120®
Ergebnis 1. Wagung =

2. Wagung 1 2

Ergebnis 2. Wégung < =
3. Wégung (1] (2] 3 4
Ergebnis < <
leichte Kugeln o 1 ® 3

Falls die Waage bei der ersten Wéagung im Gleichgewicht ist, wigt man die
beiden roten aus derselben Waagschale gegeneinander. Ist eine leichter, muss
auch unter den beiden blauen auf der anderen Waagschale eine leichte sein,
die man mit einer weiteren Wégung ermittelt. Sind beide gleich schwer, so
muss eine der beiden anderen roten leicht sein. Welche, ermittelt man durch
eine weitere Wagung. Daraus ergibt sich auch die leichte blaue Kugel: Lag
die leichte rote Kugel bei der ersten Wégung zusammen mit zwei blauen
Kugeln in einer Waagschale, dann hat die leichte blaue auf der anderen Seite
gelegen. Im anderen Fall lagen beide leichte Kugeln bei der ersten Wagung
nicht auf der Waage.

Jede Wagung kann drei verschiedene Ergebnisse haben, drei Wagungen kon-
nen also 3 -3 -3 = 27 mogliche Ergebnisse haben. Es gibt jeweils sechs
Moglichkeiten, welche der sechs roten und welche der sechs blauen Kugeln
leicht ist. Man kann 6 -6 = 36 Mdoglichkeiten nicht unterscheiden, wenn man
nur 27 mogliche Ergebnisse hat, also kommt man nicht in jedem Fall mit drei
Wiégungen aus.

Man kommt zum Beispiel mit folgendem Vorgehen mit drei Wagungen aus:
Zunéchst legt man jeweils zwei blaue und zwei rote Kugeln in jede Waagscha-
le. Falls eine der beiden Seiten leichter ist, werden in den néichsten beiden
Wagungen einmal die beiden roten und einmal die beiden blauen Kugeln der
leichten Seite gegeneinander gewogen. Falls eine der beiden Kugeln leichter
als die andere ist, hat man die leichte Kugel gefunden. Falls von einer Farbe
beide Kugeln gleich schwer sind, kann von den Kugeln dieser Farbe nur die
leicht sein, die noch auf keiner Waagschale lag.

Falls beide Seiten gleich schwer sind, geht man wie folgt vor:

(Die Kugeln einer Farbe sind von 1 bis 5 nummeriert. Der nicht dargestellte
Ungleichgewichtsfall entspricht jeweils dem anderen, wenn die Nummerie-
rung angepasst und ggf. die Farben vertauscht werden.)
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1. Wagung 0934, 1200
Ergebnis 1. Wagung

2. Wagung 016 &35

Ergebnis 2. Wagung < =

3. Wégung [ 1) 1 (2] (4
Ergebnis < = < =
leichte Kugeln o 2 0O 1 ® 2 ®@ 5

Da bei der ersten Wagung beide Seiten gleich schwer sind, sind auch die
beiden dabei nicht gewagten Kugeln gleich schwer. Wenn bei der zweiten
Wiagung eine Seite leichter ist, miissen sie also beide schwer sein. In diesem
Fall sind entweder beide anderen Kugeln der leichten Seite leicht und daher
gleich schwer oder nur eine ist leicht. Falls nur eine davon leicht ist, hat
die leichte Kugel der anderen Farbe bei der ersten Wégung auf der anderen
Seite und bei der zweiten Wagung nicht auf der Wage gelegen. Dadurch ist
sie eindeutig bestimmt.

Sind auch bei der zweiten Wagung beide Seiten gleich schwer, liegt entweder
auf jeder Seite eine leichte Kugel oder keine der leichten Kugeln liegt in der
Waage. Welcher Fall zutrifft, ermittelt man, indem man die beiden blauen
Kugeln, die nicht auf der Waage liegen, bei der dritten Wégung in je eine
Waagschale legt. Sofern man dabei die leichte blaue findet, ist von den roten
die Kugel leicht, die bei der ersten Wagung auf der anderen Seite als die
leichte blaue lag und sich bei der zweiten Wagung nicht auf der Waage be-
fand. Falls die Waage bei der dritten Wagung im Gleichgewicht ist, muss bei
der zweiten Wégung in jeder Schale eine leichte gewesen sein. Das konnen
nur die beiden Kugeln sein, die bei der ersten Wagung nicht auf der Waa-
ge lagen: Unter den anderen Kugeln hat jedes Paar aus verschiedenfarbigen
Kugeln von verschiedenen Seiten dieser Wéagung bei der ersten Wagung auf
einer Seite gelegen.

Losung 4. (a) Man betrachtet eine Teilmenge von [3]? mit mindestens sechs
Punkten, zu der alle Punkte einer Spalte gehoren. Es gibt dann eine weitere
Spalte mit mindestens zwei Punkten und diese bilden zusammen mit zwei
Punkten der zuerst betrachteten Spalte ein Rechteck aus vier Punkten, wel-
ches ein L enthélt. Also miissten zwei Punkte pro Spalte zu einer L-freien
Teilmenge von [3]> mit mindestens sechs Punkten gehoren. In einer solchen
diirften aber keine weiteren Punkte rechts neben dem unteren Punkt der
ersten Spalte enthalten sein, so dass in den anderen beiden Spalten jeweils
Punkte derselben beiden tibrigen Zeilen enthalten sein miissten. Dann ist
aber in jedem Fall ein L enthalten.
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(b) Eine mégliche L-freie Teilmenge von [4]* mit sieben Punkten:

(c) Ja, zum Beispiel

B

(d) Der Punkt rechts oben (n,n) liegt in keinem L und ist deswegen in jeder
grofiten L-freien Menge enthalten.

(e) Es gibt keinen weiteren solchen Punkt. Fiir [3]? haben die drei L-freien Men-

nur die rechte obere Ecke (3,3) gemeinsam und aus dem ersten Teil ist be-
kannt, dass es keine grofleren L-freien Mengen gibt.

Bemerkung: Dieses Beispiel kann man fiir jedes n verallgemeinern. Die
folgenden drei L-freien Mengen haben keinen gemeinsamen Punkt aufler
(n,n): 1. die Diagonale (7,7) und Nebendiagonale (i,7 + 1), 2. die oberste
Zeile (i,n) und letzte Spalte (n,i) und 3. die unterste Zeile (7,1) ohne
(1,1), erste Spalte (1,7) ohne (1,1) zusammen mit (n,n) und wie der
letzte Aufgabenteil zeigt, sind diese Mengen grofite L-freie Mengen in [n]?.

(f) Eine groBte L-freie Teilmenge von [n]? kann 2n — 1 Elemente enthalten, wie
im vorherigen Aufgabenteil angegeben. Mehr Elemente kann eine grofite L-
freie Teilmenge auch nicht enthalten, wie nun gezeigt wird. Von der i-ten
Spalte seien s; Elemente enthalten. Von diesen blockieren jeweils alle bis auf
das oberste die restliche Zeile, es werden also s; —1 Zeilen von den Elementen
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der ersten Spalte blockiert, ss — 1 von Elementen der zweiten Spalte usw.
Insgesamt werden

(s1i—=D)4+(sa—1)+...+(sp—1)=s1+s2+...+8,—n

Zeilen unterhalb der obersten blockiert. Es gibt aber nur n — 1 Zeilen unter-
halb der obersten, also ist s +so+ ...+ 5, —n <n—1 bzw.

S1+So+...+s,<2n—-1.

Die Anzahl der Elemente der Teilmenge ist gerade s; + s3 + ...+ s,, so dass
eine L-freie Teilmenge maximal 2n — 1 Elemente enthalten kann.

' Bemerkung: Man kann alternativ auch induktiv immer kleinere Gitter
betrachten, indem man die durch Elemente der ersten Spalte bzw. obersten
Zeile blockierten Zeilen bzw. Spalten entfernt. Eine weitere Alternative fiir
Graphentheoretiker ist, die Spalten und Zeilen als Ecken eines bipartiten
Graphen zu betrachten und die Elemente der Menge als Kanten. Dann
muss man Kreise in Graphen mit 2n Ecken und 2n Kanten suchen, die
es immer gibt. Man betrachtet dann die Kante aus einem Kreis mit den
héchsten Koordinaten und die beiden im Kreis benachbarten Kanten: Die
diesen Kanten entsprechenden Elemente der Menge bilden ein L.
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Losungen 11, 12, 13

Losung 1. Die Lange der einen Kathete sei 1+ z, die der anderen 1+ y. Zunéchst
wird y in Abhangigkeit von 2 bestimmt: Die Steigung der Hypotenuse ist ¥ und
auch i (jeweils iiber die Seitenlédngen der beiden ,kleinen® Dreiecke), also gilt

y=-.
X

Der Flacheninhalt des normalen Dreiecks ist dann

1 1 1 1 1
Fz)=-(1 1 =-(1 1+=)=1+- —.
(@)= 50+0)1+y) = 30+2) (1+ ) =14+ (o4 )
(a) Ist ohne Einschrinkung 1+ = = 3, also x = 2, so ist der Flacheninhalt des
normalen Dreiecks

1 1 9
F@)=1+-(2+-)="2.
(@) =143 ( " 2> i
(b) Fiir x ist jeder Wert grofler 0 moglich, dafir gilt = + % > x, also kann F'(x)
beliebig grofle Werte annehmen. Um den minimalen moéglichen Wert von
F(z) zu bestimmen, kann man die Nullstellen der Ableitung berechnen,

F’(x):1<1—1>:0

2 2

hat als einzige positive Losung x = 1, an der der Funktionswert F(1) = 2
ist. Da F(z) > 2 fiir < 1 gilt, ist F(1) = 2 wirklich der minimale Wert. Da
F(z) stetig ist, kann jeder Wert grofier 2 auch angenommen werden, jeder
reelle Wert grofer gleich 2 ist fiir den Flédcheninhalt moglich.

Bemerkung: Mochte man keine Ableitung verwenden, kann man sich
den minimalen Wert trotzdem iiberlegen: Man stellt fest, dass = + % ab
x = 1 steigt, da = schneller wéchst als 1 fillt (was man eigentlich noch
nachrechnen miisste). Unterhalb von x = 1 vertauschen sich die Rollen
von z und %, also fallt es dort, so dass x = 1 das Minimum ist.

(¢c) 1. Hat die Hypotenuse die Lénge 3, so ist nach dem Satz des Pythagoras
1 2
#= (ko + (g = (1o + (14 )
und man mochte x + % bestimmen, aus dem sich dann sofort der Fla-
cheninhalt ergibt. Multipliziert man aus, erhélt man
1 1

1 2 1 2
1+2x+x2+1+2+<) :2<x+>+x2+<) +2=9,
T xZ i xZ
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2
worin auer dem gesuchten x + % aber noch 2 + (%) vorkommt. Dies
unterscheidet sich nur um eine Konstante von

(e 3) = () 2,

x x

so dass mit der Ersetzung X =z + % die Gleichung lautet
2X 4+ X*=9.

Mit quadratischer Ergénzung liest man aus
(X +1)>=10

die Losungen X = —14£+/10 ab, von denen allerdings nur X = /10—1
nicht negativ ist. Der Flacheninhalt F' ist also

1. 1 1
F=1+-X=-+-V10.
+5X =5+ V10

2. Hat die Hypotenuse die Lange 3, wurde eben schon berechnet
1
4+ -=v10-1,
x
man kann mit = # 0 multiplizieren und erhalt

2= (V1I0 -1z +1=0,

also ) )
V10 —1 Vv10—1
19—0“0—D$+<f2> :<52> -1,
zusammengefasst

(x_vﬂﬁﬁ>2:7—2Jﬁ‘

2 4

Daraus erhélt man die Losungen

V10— 1 7 — 210
T = 5 + 1 ,

wobei % jeweils die andere Losung ist. Zu den Losungen muss man noch
1 addieren, um die Léngen der beiden Katheten 1 + z und 1 + i zZu

erhalten:
14++v10+ /7 —2V10
2
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Losung 2. (a) Schnittpunkte von 22 + a1 + by und 22 + asx + by erhilt man
als Losungen von 22 + a;x + by = 2% + asx + bo, also

(CLl —CLQ)SL’ = b2 —bl.

Zwei oder mehr Losungen kann diese Gleichung nur fiir a; = as und b; = by
haben, also wenn zweimal dieselbe Parabel betrachtet wird. Genau zwei
Schnittpunkte kann es also nie geben. Ist a; = aq, aber by # by, so hat
die Gleichung keine Losung. Ist a; # as, so hat die Gleichung genau die eine
Losung x = 27 Zwei verschiedene Parabeln haben also keinen Schnitt-

a1—as
punkt fiir a; = ao und genau einen Schnittpunkt fir a; # as.

(b) Die vier Parabeln seien x?+a;x+b; mit i = 1,2, 3,4. Wire a; = ay = az = ay,
so hitten die Parabeln keine Schnittpunkte, da sie nicht identisch sein diirfen.
Gébe es drei oder mehr verschiedene Werte unter den a;, so gébe es mehr als
vier Schnittpunkte. Also gibt es zwei verschiedene Werte unter den a;, jeden
zweimal, da es sonst nur drei Schnittpunkte gabe. Ohne Einschrankung sei
a; = ap und a3 = a4 (die Parabeln kénnen so nummeriert sein). Die Stellen
der Schnittpunkte sind

bs — by by — by bs — by by — by
und

CL1—CL3’ CL1—0J3’ ay — as ay — as

und es gilt

bs — b by — b by —b bs — b
3 1+ 4 2 4 1+ 3 2.
a; — as a; — as a; — as a; — as

Die Verhaltnisse konnen den Stellen z; < xy < x3 < x4 so zugeordnet
werden, dass die Gleichung x1 + x4 = x5+ x3 entspricht, da fiir solche Stellen
stets x1 + 1o < 3 + x4 und x; + 3 < 29 + x4 gilt.

Bemerkung: Man kann auch geometrischer argumentieren. Die Parabeln 22 +
a1z + by und 22 + asx + by schneiden sich genau dann, wenn sich die Geraden
a1x + by und asx + by schneiden. Damit sich die vier Parabeln auf die geforderte
Weise schneiden, miissen die dazugehorigen Geraden ein Parallelogramm bilden:
Drei paarweise nicht-parallele Geraden haben bereits drei Schnittpunkte, so dass
sich mit der vierten zu viele Schnittpunkte ergiaben, drei paarweise parallele
Geraden hétten keinen Schnittpunkt, so dass sich mit der vierten zu wenige
Schnittpunkte ergidben. Fiir die Koordinaten des Parallelogramms gilt x5 — 21 =
x4 — x3, also auch x1 + x4 = 9 + 3.

Losung 3. Voriiberlegung: Woran kann man an Dreieckspunkten auf dem Umkreis
erkennen, dass das Dreieck rechtwinklig, stumpfwinklig oder spitzwinklig ist?
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Nach dem Satz von Thales liegen rechte Winkel auf einem Kreisbogen iiber
einem Kreisdurchmesser, zwei Punkte miissen sich also auf dem Umkreis genau
gegeniiber liegen, damit das Dreieck (am dritten Punkt) rechtwinklig ist.

Hélt man den Punkt mit dem rechten Winkel fest und verschiebt die anderen
beiden Punkte in Richtung des ersten, wird der Winkel am ersten Punkt grofer,
also ein stumpfer Winkel. Ein stumpfer Winkel entsteht also, wenn drei Punkte auf
einem gemeinsamen Halbkreis liegen, und zwar am mittleren der Punkte entlang
des Halbkreisbogens.

Liegen die drei Punkt auf keinem gemeinsamen Halbkreisbogen, so ist das Drei-
eck spitzwinklig.

Ein gerades bzw. ungerades n-Eck sei im Folgenden ein n-Eck mit geradem
bzw. ungeradem n.

(a) In ungeraden n-Ecken gibt es keine sich diametral (d. h. genau) gegentiberlie-
genden Punkte. Nach der Voriiberlegung kann ein rechtwinkliges Dreieck also
nicht aus Punkten eines ungeraden n-Ecks bestehen. Die Wahrscheinlichkeit
ist 0.

(b) In einem geraden n-Eck ist die Wahrscheinlichkeit, dass zu einem festen A
ein zufallig gewahlten Eckpunkt B diametral gegentiber liegt genau % Damit
ein rechtwinkliges Dreieck entsteht muss C' verschieden von A und B sein,
wofiir die Wahrscheinlichkeit ”7_2 ist. Also ist die Wahrscheinlichkeit eines
rechtwinkligen Dreiecks mit rechtem Winkel bei C' gerade % . "7_2 Die Wahr-
scheinlichkeit eines rechtwinkligen Dreiecks mit rechtem Winkel bei A, B
oder C' ist somit

3(n—2)
n?

da jedes Dreieck nur einen rechten Winkel haben kann, die Ereignisse also

nicht gleichzeitig auftreten konnen.

Speziell fiir n = 10 ist die Wahrscheinlichkeit eines rechtwinkligen Dreiecks

24 _ 6
also 00 = 25

(¢) Nach der Vortiberlegung entsteht bei festem A ein stumpfwinkliges Dreieck
mit stumpfen Winkel beim néachsten Punkt gegen den Uhrzeigersinn ent-
lang des Kreisbogens, wenn B und C' in irgendeiner Reihenfolge auf dem
Halbkreisbogen beginnend bei A gegen den Uhrzeigersinn liegen. Von je n
Moglichkeiten gibt es fiir das zuerst gewédhlte B dafiir ”T“ — 1 Moglichkei-
ten und ”T“ — 2 Moglichkeiten fiir das danach gewéhlte C', da die Punkte
nicht aufeinander liegen sollen. Die Wahrscheinlichkeit eines stumpfwinkli-

gen Dreiecks mit beliebigem stumpfen Winkel ist dreimal so hoch, da die
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Ereignisse sich ausschliefen, also insgesamt
1 /n+1 n+1
3— -1 -2 .
n? ( 2 ) ( 2 )

Bemerkung: Fiir gerades n fiihrt dieselbe Uberlegung mit 5 — 1 statt

”TH — 1 und 3 — 2 statt ”T“ — 2 Moglichkeiten auf die Wahrscheinlichkeit

(d) Ein spitzwinkliges Dreieck erhilt man, wenn man kein stumpfwinkliges, recht-
winkliges oder entartetes erhalt. Die Wahrscheinlichkeit von stumpfwinkli-
gen und rechtwinkligen sind aus den vorherigen Aufgabenteilen bekannt, also
muss nur noch die Wahrscheinlichkeit fiir entartete bestimmt werden, um die
des spitzwinkligen berechnen zu kénnen.

Die Wahrscheinlichkeit eines entarteten Dreiecks ergibt sich aus der Wahr-
scheinlichkeit %, dass A und B auf einem Punkt liegen, und jeweils derselben,
dass C' und A bzw. B auf einem Punkt landen. Diese Ereignisse schlieffen
sich nicht aus, die Wahrscheinlichkeit von #, dass A, B und C' alle auf ei-
nem Punkt liegen, wurde in jedem der drei Ereignisse erfasst und muss beim
Summieren doppelt abgezogen werden. Also ist die Wahrscheinlichkeit fiir
ein entartetes Dreieck insgesamt
1 3n-2

1
3——2— =
n n? n

Man zieht also von der sicheren Wahrscheinlichkeit 1, ein Dreieck beliebigen
Typs zu erhalten, die des stumpfwinkligen, rechtwinkligen und entarteten ab
und erhalt die Wahrscheinlichkeit des spitzwinkligen Dreiecks

1 /n+1 n—+1 3n—2
1-3— -1 —2)—-0-—
n2( 2 )( 2 )

n—1
4n?

1
=15 (4n® = 3n® +12n — 9 — 120+ 8) =
n

Alternative Losung: Man kann die Wahrscheinlichkeit des spitzwink-
ligen Dreiecks auch direkt berechnen: Fiir ein ungerades n-Eck wird die
Anzahl der Ereignisse mit einem spitzwinkligen Dreieck fiir alle Abstéan-
de bestimmt, die bereits gewédhlte Punkte A und B zueinander haben.
Damit das Dreieck spitzwinklig ist, darf C' laut Vortiberlegung weder auf
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einem Halbkreisbogen beginnend bei A in Richtung B, noch auf einem
Halbkreisbogen beginnend bei B in Richtung A liegen.

Haben A und B Abstand 0, so kann kein spitzwinkliges Dreieck entste-
hen. Bei Abstand 1 liegt 1 Punkt zwischen den Enden der eben genannten
Halbkreisbogen, es gibt also je ein Ergebnis mit A einen links von B und
eins mit B einen links von A. Betrachtet man jeweils den um 1 erhohten
Abstand, gibt es eine mogliche Ecke fiir C' mehr, bis der Abstand "7’1 ist

1

und es dabei "5~ Méglichkeiten fiir C' gibt. Insgesamt gibt es also

n—1 n—1
0+1+1—|—2+2—|—...—|—<>—|—< >

2 2

=2<1+2+...+";1)=2(n21) (7 +1)

2
_(n—l) (n—|—1> nr-1
S\ 2 2 ) 4
Ereignisse eines spitzwinkeligen Dreiecks. Fiir frei gewédhltes A konnten
B und C' dabei noch je n Positionen einnehmen, also gibt es insgesamt

n? Moglichkeiten unter denen die Ereignisse mit spitzwinkligem Dreieck
gezéhlt wurden und die Wahrscheinlichkeit betragt

1n2—1_n2—1
n2 4 4n2 7

was derselbe Ausdruck ist wie oben.

Bemerkung: Fiir gerade n erhilt man mit denselben Uberlegungen die
Wahrscheinlichkeit fiir ein spitzwinkliges Dreieck unter Ausnutzung der
bekannten Wahrscheinlichkeiten fiir stumpfwinklige, rechtwinklige und
entartete Dreiecke

1 /n n 3(n—2) 3n-—2
1-3— (2 1) (2 o) -
3n2(2 )(2 ) n? n?

n?>—6n+8

1
—<4n4—3n2+12n—|—6n—24—12n—|—24—12n—|—8) ‘
4n?

" dn?

bzw. durch direktes Nachzahlen

#(5-2)G-1)-

da erst bei Abstand 2 jeweils eine Moglichkeit fiir ein spitzwinkliges Drei-
eck entsteht und die jeweils um 1 ansteigende Anzahl bei jeweils um 1
erhéhtem Abstand bis § — 2 geht.
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Schlussbemerkung: Betrachtet man den Grenzwert gegen oo, also die Wahr-
scheinlichkeiten bei beliebiger Wahl der Dreieckspunkte auf dem Kreis, so erhélt
man i fiir spitzwinklige, % fiir stumpfwinklige und jeweils 0 fiir rechtwinklige
bzw. entartete Dreiecke.

Losung 4. Voriiberlegung: Schreibt man die n-stellige Zahl a zweimal hintereinan-
der, so erhélt man x = 10™-a+a (nach den Regeln der schriftlichen Multiplikation).

(a) In jedem Fall ist x = (10™ + 1) - @ durch die n-stellige Zahl 10™ + 1 teilbar.

(b) Fir n =31ist 10" +1 = 1001 = 7- 11 - 13 durch 7 teilbar, also ist auch x in
jedem Fall durch 7 teilbar.

Bemerkung: Die Aufgabe war zwar so nicht gedacht, aber es ist nicht
ausgeschlossen, dass der einstellige Teiler von x je nach x verschieden sein
darf. Deshalb gibt es auch die einfache Losung:

Firn = 1ist x = 11 - a in jedem Fall durch die einstellige Zahl a
teilbar, welche nach Voraussetzung der Aufgabe auch a > 1 erfiillt.

(c) Da fiir n-stellige Zahlen a gilt = (10" + 1)a = ka® mit k = %, ist ka =
10" + 1.
Wire k > 10, so wire fiir a > 10" 141 dann ka > 10-(10"1 + 1) = 10" +10,
was im Widerspruch zu ka = 10" 41 steht. Auch fiir den eben ausgelassenen

kleinstméglichen Wert a = 10"~! kann ka = 10" + 1 nicht erfiillt sein, also
muss k < 10 sein.

Fir £ = 1 ware ka nur n-stellig, ka = 10" + 1 muss aber mindestens n + 1-
stellig sein, also ist k > 1.

Da 10" + 1 Endziffer 1 hat, ist & nicht durch 2 oder 5 teilbar. Durch 3
teilbare Zahlen haben auch eine durch 3 teilbare Quersumme, 10" + 1 hat
aber Quersumme 2, also ist k£ auch nicht durch 3 teilbar. Da k nicht durch 2
oder 3 teilbar ist, ist k£ auch nicht durch 4, 6, 8 oder 9 teilbar. Bleibt £ =7,
durch welches 10™ + 1 teilbar sein kann und zum Beispiel fiir n = 3 auch ist.

Wegen 1001 = 7 - 143 ist 143143 = 1001 - 143 durch 143 teilbar. Somit wird
fir a = 143 das einzig mogliche Verhéltnis £ = 25 = 7 auch angenommen.



