H.J. Oberle Komplexe Funktionen SoSe 2005

6. Komplexe Integration

Bisher haben wir u.a. die folgenden Integrale kennengelernt
A. Reelles Riemann-Integral einer reellen Veranderlichen:

b n—1
[r@wat = Jim S fr) (i — ) (6.1)

1Z1l—0 ;=5
Fur vektorwertige Funktionen wird das obige Integral komponen-

tenweise berechnet, somit haben wir die Definition:

Eine Funktion f : [a,b] — C ist (Riemann) integrierbar, falls
Ref und Im f integrierbar sind und es gilt

b b b
/f(t) dt = /Re(f(t))dt + i /Im (f(b)) dt. (6.2)
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Eigenschaften (6.3)
b

e [af(t)dt = « }) f()dt, aeC,
b b b

. C{fl(t) + fo(t)dt = C{fl(t) dt + C{fz(t) dt,
b c b

.« [fWa = [rwa + [ 5w,
b a

. Jioa = - Jiwa

b b
o |[Jr@adt| < [1f@)]dr
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Beweis der letzten Eigenschaft: Man stelle das Integral in Po-
larkoordinaten dar: [? f(t)dt = Re'®. Damit gilt

b b
uf(t)dt‘ = R = e_“ﬁc{f(t)dt
b ) b )
= [e P f(t)dt = [ Re(e™? f(t))dt

b ) b
< JleTi?f®ldt = | |f@®)] dt.
B. Kurvenintegrale:

Ist ¢: [a,b] = D C R" ein stiickweiser C1-Weg, f: D - R bzw.
F: D— R" stetig, so wurde definiert
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b
[ 1eds = [ 1e®) le®] dt,
C ab

/F(x) dx = /(F(c(t)),c’:(t)) dt

(& a

In Analogie hierzu werden nun komplexe Kurvenintegrale wie folgt
definiert

Definition (6.4) Ist D C C ein Gebiet, f: D — C stetig und
c: [a,b] = D ein (stetiger) stiickweiser C1-Weg, so heiBt

b
/f(z) dz = /f(c(t))é(t) dt (6.5)
C a
das komplexe Kurvenintegral von f langs der Kurve c.

Man beachte, dass in der rechten Seite von (6.5) die komplexe
Multiplikation steht, so dass (6.5) gemaB (6.2) auzuwerten ist.
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Bei geschlossenen Kurven schreibt man auch jbf(z) dz.
C

Beispiele (6.6)
a) fzdz, c(t) =rett, 0<t<2m.

C

2 ) i 2T . 2 12
§zdz = [ rett(rie?)dt = ir2 [ e2itdt = 7n—[eQZt] " =o.
c 0 0 2 0
b) }{Edz, c(t) =reft, 0<t<2m
¢ 21 . ) 21
§zdz = [re ®(riet)dt = ir2 [ dt = 27wir2
c 0 0
c) ]4(1/2«) dz, c(t)=re'lt, 0<t<2m.
C
§(1/2)dz = §(z/|2|2)dz = (1/r2) §zdz = 2.
C C C
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d) ]{(z—zo)"dz, c(t) =z +rett, 0<t<2nr.
C
21 . ) 2r
§(z — 20)"dz = [ (re®)" (riet) dt = 1l | eilnt)t gy
Y 0 0
Damit gilt
( yd 2w, fur n = —1, 6.7)
z—z2g)'dz = .
0, firneZ\{-1}.
|z—zo|=r

e) fzdz, c(t) = eIt  g<ir<on.

(¢

2m : 1 o 2 1
f2dz = (1+44) [ e2Q+Dtg = = e2(i+1)t O” = “[e*™ — 1].
c 0 2 2
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Elementare Eigenschaften (6.8)

a) Das komplexe Kurvenintegral [ f(z)dz ist parametrisierungs-
C

invariant, d.h. fiir eine bijektive Cl-Transformation h: [«a,3] —

[a,b] mit A/(7) >0 dgilt

B
[ f()dz = [fe(h(r)) -~ (con)(r) dr

coh

o R

= [ f(c(h(7))) &(h(7)) h'(7) dr

= C{f(c(i&)) c(t)dt = ({f(z) dz.
b) Anderung der Durchlaufrichtung:

[ 1@ dz = ~ [ () a

>~ R

dabei ist (—c)(t) := c(b+t(a—b)), 0<t<1.
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c) Darstellung als Riemann-Summe:

n—1
[1@dz = lim Y f(e(r) (eltipa) - et).

Izl=0 =

d) Linearitat:

[ (1@ + o) dz = / f(2)dz + / 9(2) dz

C

/af(z) dz = /f(z) dz; aeC.

C

e) Additivitat bzgl. des Integrationsweges:
| 1@d = [ dz + [ 1) dz,
Cq1 Co

c1+co
wobei c; : [0,1] = C, ¢2(0) = c1(1), (c1 +c2)(t) := c1(21),
0<t<0.5, und (c14+co)®) :=ca(2t—1), 0.5<t< 1.
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f) Abschatzung:
b

\C/f(z)dz\ < ( sup, £(2)) a/|¢(t)|dt,

z€c|a,b
Beweis:

b b
[1@d] = |[reyew d] < [Irew)llew]d

b
< (sup If@I) [le@®ldt. o

z€c[a,b] a

Satz (6.9)

Ist f(2) = X732, fu(2) eine Reihe stetiger Funktionen fi: D —
C, die auf einem Gebiet D C C gleichmaBig konvergiert und
ist c¢: [a,b] = D ein stkw. Cl-Weg, so gilt

c/f(Z) dz = ki:%o /fk(z) dz.

(&
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Beweis:

Als gleichmaBiger Grenzwert stetiger Funktionen ist f stetig (vgl.
Ansorge, Oberle, Satz (11.1.3)) und somit auch integrierbar. Es
folgt

n
[1@dz = 3 [fE)dz = [Ra()dz,
C k=0 ¢ C
wobei aufgrund der gleichmaBigen Konvergenz gilt
Ve>0: IN(e): YVn>N,z€D: |Ru(z)| < e
Mit (6.8f) folgt fiir n > N(e):
\/Rn(z) dz| < e L(o),
C
wobei L(c) = fé’|c’:(t)|dt die Lange der Kurve c bezeichnet.
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Beispiel (6.10): Sei |z >7>0 und c(t) :=re't 0<t< 2.

Dann folgt
7{ dz . 1 dz
2—z9 20 1 —(z/20)
|z|=r |z|=r
1 1
= —— 7{ Z —kzkdz
Z0 |2|=r k=0 ~0
Z—Zizk_i_l]{zdzzo.
k=0 <0 |z|=r

Erlauterung: 1. GIn.: Linearitat, 2. GIn.: Geometrische Reihe,
3. GIn.: Satz (6.9), 4.GIn. (6.7).
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Definition (6.11) Eine Reihe der Form

0. @) oo

F) = Y ap—20)" = Y apz—20)" + > a_p(z—20)7"

k=—0c0 k=0 k=1
heiBt Laurent-Reihe zum Entwicklungspunkt zg, benannt nach
Pierre Alphonse Laurent (1813-1854).

Eine Laurent-Reihe ist lokal gleichmaBig und absolut konvergent
in einem Kreisring

Krirs(2z0) == {2€C: 0 <1 < |z—20] < rp < o0}. (6.12)

Die Konvergenzradien r1 und ro ergeben sich aus den Konver-
genzradien der beteiligten Potenzreihen zu

1
ro = [Ii]rfnsup k|ak|} , Tl = Ii;nsup Ya_gl, (6.13)
—00 — 00

vgl. Ansorge, Oberle, Satz (11.2.3).
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Satz (6.14)

Ist die Funktion f auf einem Kreisring Ky, r,(zg) durch eine
Laurent-Reihe gegeben,

(0.8}

f) = Y ap(z—20)% 1 <|z— 20| <72,

k=—o0

so gilt fir 11 <r<ro und c(t):zp+rett, 0<t<2nw

7{ f(z)dz = 27ia_1.

|z—zg|="

Beweis: Wir verwenden (6.7). Wegen der gleichmaBigen Kon-
vergenz lassen sich Integration und Summation vertauschen

}{ f(z)dz = Z ay 7{ (z—zo)kdz = 27mia_1. [

|z—zp|=" |z—zg|=r
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