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5. Konforme Abbildungen

Satz (5.1) (uber konforme Abbildungen)

a) Ist f: D — C eine holomorphe Funktion auf einem Gebiet
D cC mit f'(z) #0, Yz € D, so gelten die folgenden lokalen
Eigenschaften bei zg € D:

e Der Winkel zwischen zwei sich in zg schneidenden Kurven
bleibt bei der Transformation w = f(z) erhalten. Ebenso
der Umlaufsinn.

e |f'(29)] ist die fiur alle von zg ausgehenden Richtun-
gen gemeinsame Langenverzerrung. Insbesondere bleiben
Langenverhaltnisse im Kleinen erhalten.

Abbildungen mit diesen beiden Eigenschaften heiBen konforme
Abbildungen.
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b) Ist w = f(z) eine konforme Abbildung und als Transfor-
mation R2 — R? stetig differenzierbar, so ist f auch komplex
differenzierbar und es gilt f/(z) # 0.

Beweis: (nur zu a)) Sind ¢ und ¢ zwei Cl-Kurven in D
mit c¢(0) = ¢(0) = zg, so gilt fir den Winkel zwischen den
Tangenten an c und ¢

v = (¢(0),¢(0)) = arg(¢(0)) — arg(c(0)).
Fir die Bildkurven foc und foc gilt dann
7 = A(f'(20) €(0), f'(20) €(0))
arg(f'(20) €(0)) — arg(f'(20) c(0))
= arg(f'(z0)) + arg(¢(0)) — arg(f'(z0)) — arg(c(0))
=
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H%(foc) ©) | = |f'(z0)€0)| = IF' o) 1600 |

Definition (5.2) Es sei w = f(z) eine bijektive und konforme
Transformation f:D — W zweier Gebiete D und W in C.

Zu einer vorgegebenen C2—Funktion @ : D — R setzen wir
VW = o f~l. W heiBt die konforme Transformation von &
mittels f.

Anwendung: Gesucht ist eine Potentialfunktion & (L&sung von

AP = 0) auf einem physikalischen Bereich D. Kennt man nun

eine konforme Transformation f des physikalischen Bereichs auf

einen Modellbereich W und eine Potentialfunktion W auf W, so

ist durch @ := W o f eine gesuchte Potentialfunktion gegeben.
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d(z): gesuchte Potentialfunktion, D: physikalischer Bereich,
W: Modellbereich, W(w): bekannte Potentialfunktion

Definition (5.3) Zu einer C1-Funktion @& : D — R heiBt

oP
rad & = —  ——
g (2) 5, T 5y
der komplexe Gradient von .
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Satz (5.4) Unter den obigen Voraussetzungen an &, ¥ und f
und entsprechenden Differenzierbarkeitsvoraussetzungen gelten

a) grad ®(z) = grad W(f(2)) - f'(2)
b) AD(2) = AV(f(2)) - |f(2)]?

Beweis: zu a): Aus P(z,y) = V(u(z,y),v(z,y)) folgt
b, = Vyur + Vy vy, Dy = Wy uy + Wy vy,
= grad® = (Wyuz+ Vyvz) + i (Wyuy + Wyvy)
= Wy (uz +iuy) + Vo (vz 4 ivy)
Wy (uz — tvg) + 1 Wy (ug — ivg)
= grad V(w) - f/(2).
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zu b): Nochmalige Differentiation liefert
Py = wuuug + 2 Wypug vz + \vav% + Vyuze + Vyvrse
¢yy — \Uuuug + Q\UUU’U;y’Uy + \U’U’U,U:,? + \Uu'ulyy + \-U'U'Uyy

AP = \Uuu[u%—l—ug] + 2 Vuvlug ve + uy vyl + \va[vg—l—vg]
+ WV, Au + YV, Av.

Aufgrund der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gel-
ten nun u%—l—ug = v%—l—vg = |f’(z)|2, Uz + uyvy = 0, sowie
Au= Av = 0.

Damit folgt aus der obigen Gleichung A® = AWV |f/(2)|2. O
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Anwendung I: RWA fur die 2-dim. Laplace-Gleichung

Zu losen sei das Dirichlet-Randwertproblem

Au = 0, z€ D, u(z) = wp(z), z € 9D, (5.5)
fur ein beschranktes, einfach zusammenhangendes Gebiet D C C.

Wir nehmen an, dass sich D (einschlieBlich Rand) bijektiv und
stetig auf K;(0) abbilden ldasst vermoge einer Transformation
f D — K1(0), die auf D selbst konform ist. Mit W := uo f~1
geht das physikalische Problem dann uber in das Modellproblem

AV(w) = 0, |w| <1, V(w) = Vo(w), |w| =1. (5.6)

Mit der Fourierschen Methode lasst sich die LOosung des Modell-
problems explizit angeben (vgl. Vorlesung Diff.gln. II).
In komplexer Schreibweise (Polarkoordinaten) gilt
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O
w(ret¥) = 3 g rikleike (5.7)
k=—o0
wobei die v, die (komplexen) Fourier-Koeffizienten der transfor-
mierten Randfunktion Wg(e!®) := ug(f~1(et¥)) sind.

Die Rucktransformation ergibt

w(z) = W(f(2) = 3 ylf(x)|klekarg (FG)), (5.8)

k=—o0

Anwendung II: Ebene Potentialstromung

Wir betrachten eine stationare, wirbel- und quellenfreie, ebene
Umstromung eines Zylinders (mit z-Achse als Symmetrieachse
und Querschnitt K C C). Bezeichnet u: R2\ K — R2 das
Geschwindigkeitsfeld der Stromung, so gelten

76



ou»o ouq

t - - =0
@ etwen = GioGr =0
(b) divu(z,y) = oM 4 9% _ o
ox oy

Wir kOnnen annehmen, dass D = ]RQ\K ein einfach zusam-
menhingendes Gebiet im R? ist. Dann folgt aus (5.9) die Exi-
stenz zweier Potentiale, namlich

(a) U: D—R, VU = —u(z,y), Geschwindigkeitspotential,

(b) V: DR, VV = (up,—u1)", Stromfunktion. (5.10)

Die Stromlinien sind die LOsungen des Differentialgleichungssy-
stems x = wuy, y = up. Damit sind die Stromlinien gegeben

durch
V(xz,y) = const. (5.11)

7

d
Denn: aV(w(t),y(t)) = Vez 4+ Vyy = upuy —ujup = 0.
Die Stromlinien sind also die Hohenlinien der Stromfunktion .

Definition (5.12) Die komplexe Funktion & := U +iV heilt
das komplexe Stromungspotential.

& ist eine auf D holomorphe Funktion, da die Cauchy- Riemann-
schen Differentialgleichungen erfullt sind

Man kann das Geschwindigkeitsfeld u der StrOmung auch
folgendermaBen aus dem komplexen Stromungspotential zuruck

erhalten:
u=u + tuy = — d(2), (5.13)

denn: ®'(2) = Upg+iVe = —uq +iuo.
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Idee zur Berechnung von ®: Durch konforme Transformation
werde D = C\ K in ein einfacheres Gebiet transformiert, fir das
man das komplexe Stromungspotential kennt.

Beispiel (5.14) Umstromung eines Kreiszylinders.

Wir untersuchen die ebene Umstromung eine Kreiszylinders mit
der Querschnittsfliche Kr(0), R > 0. Das Geschwindigkeitsfeld
im Unendlichen sei u(oco) = ug > 0. Als konforme Transformation
wahlen wir die Joukowski-Funktion, vgl. (2.8)
. 1l /2 R
wo=¢tin=1) = S (5+")
Hierdurch wird |z| = R auf die (doppelt durchlaufene) Strecke
[-1, 1] abgebildet und das Gebiet D = C\ K r(0) wird konform auf
D = C\[-1, 1] transformiert. Die Stréomung wird im Modellbereich

also durch das Hindernis nicht beeinflusst!
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Wegen (5.10) lautet das komplexe Stromungspotential im
Bildraum ®(w) = —vgw, w € C, wobei vg >0 die (konstante)
Stromungsgeschwindigkeit im Unendlichen ist. Die Rucktransfor-
mation ergibt das Stromungspotential des Ausgangsproblems

z R

o) = B = -2 (5 + )
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. —_— vo (4 gt
und somit nach (5.13 = —&/ = = (— — —).
(5.13)  u(2) @ =7 (5~ 2

Zu Skalierung: Fir z — oo ergibt sich u(oo) = vg/(2 R) = ug
und somit vg =2 Rug. Insgesamt erhalten wir also

R2
e Kompl. Stromungspotential: ®(z) = —ug (z -+ —)
4
L . . R2x
e Geschwindigkeitspotential: U(z) = —ug |z + -1 >
z<+y
Stromfunktion:  V(z2) ( Ry )
° : zZ) = —uo Yy — 55
z2 + y?
R2
e Geschwindigkeitsfeld: u(z) = wug (1 — 3)
z
81
3 T T T
/ \

N
I ———
—~——
- —
B ———
_ —

[ ——— IR
— B
— e
—— —
B e

Umstrémung eines Kreiszylinders
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Beispiel (5.15) Uberstromung einer Mauer.

Zur Berechnung der Stromlinien fiir die nichtturbulente Uber-
stromung einer Mauer lasst sich die folgende konforme Gebiets-
transformation verwenden w = f(2) = 22+ 1. f bildet (bei
geeigneter Wahl der Wurzel) die zwischen z = 0 und z = ¢ ge-
schlitzte obere Halbebene

D = {z€C: Im(z) >0, z¢[0,1]4}

in die obere Halbebene Im (w) > 0 (ohne Hindernis) ab.

Mit Hilfe der Umkehrabbildung z = f~1(w) = i /1 — w? lassen
sich dann unmittelbar die Urbilder der Stromlinien des Modell-
problems Im (w) = const. zeichnen.
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-3 -2 __—l 0 1 2 3
Uberstrémung einer Mauer

84



Anwendung III: Probleme der Elektrostatik

Zu berechnen sei die elektrische Feldstarke E(z,y) in einem la-
dungsfreien Gebiet D C R?2 = C, wobei das Potential U(z,y) mit
E = —-VU am Rand des Gebietes D vorgegeben ist. Da E auf D
divergenzfrei ist, folgt insbesondere AU = 0, d.h. U ist LOsung
eines Dirichlet-Problems

AU = 0, z=(z,y) € D, U(z) = Up(z), z€90D. (5.16)

Nach Fruherem ist U damit Realteil einer auf D holomorphen
Funktion &(z) = U(z) +1:V(z), dem so genannten komplexen
Potential.

Wieder heiBt V die Stromfunktion, U(z,y) = const. beschreibt
die Aquipotentiallinien, V(z,y) = const. die Feldlinien.
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Ebenfalls kann man das elektrische Feld wieder direkt aus dem
komplexen Potential gewinnen vermoge

E = —(Uw+in) = —(Uw—iVm) = —d'(2). (5.17)

Die Grundidee lasst sich ubertragen: Man transformiere das Ge-
biet D vermoge einer konformen Abbildung (bijektiv) in ein ein-
facheres Gebiet D und 16se das Modellproblem

AU(w) = 0, we D, U(w) = Uy(w), w e 8D.
Dabei ist Uy :=Upo f~1 die transformierte Randfunktion.

AnschlieBend transformiere man die Lésung zuriick: U :=Uo f.
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Beispiel (5.18) Wir bestimmen die Feldlinien in AuBenraum
von zwei stromdurchflossenen Leitern mit Querschnitten K7 und
Ko.

Ky

Sind a, b mit 0 < a < b bzw. —a und —b die Schnittpunkte der
Querschnittskreise mit der xz-Achse, so wird durch

— f(x) = P2 b= van,

eine Mobius-Transformation beschrieben, die D konform auf den

Kreisting D :={w: 1/p < |w| < p}, p:= (Va+Vb)/(Vb—a),
abbildet, vgl. Beispiel (3.12).

87

Nehmen wir an, dass die Randfunktionen im physikalischen Pro-
blem konstant sind

U(z) = —Up, z€ Ky, U(z) = Up, z € Ko,
so erhalten wir das folgende Modellproblem

AU =0, weD,

Uw) = Uy, we Ky, Uw) = Uy, we Ko.

Aufgrund der Ursprungssymmetne des Modellproblems kann man
annehmen, dass U = U(r) nur vom Abstand r zum Ursprung
abhangt. Damit erhalten wir eine gewOhnliche Randwertaufgabe

- 1 ~
u'(r) + =U(r)
N T N
U(l/p) = =Up, Ul(p) =
~ U,
Die Losung lautet U(r) = |n—o Inr, 1/p<7r<p.
p
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Die Rucktransformation ergibt schlieBBlich

UG = Ll 1) = P12
np p—=z
_ a _ \/a-l—\/g
p=vab 0= e

Zur Darstellung die Feldlinien genugt es, die Feldlinien des Mo-
dellproblems w =re'? 1/p < r < p, vermdge z = f1(w)
zuruck zu transformieren.
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Feldlinien eines Doppelleiters
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