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Losungen zu Blatt 5

Aufgabe 17:

Man l6se die Aufgabe

Au=-1, 0<z<a, 0<y<b,
u(0,y) =0, wu(a,y)=0, 0<y<b,
u(z,0) =0, wu(z,b)=0, 0<z<a

folgendermaflen:

a) Man bestimme eine partikuldre Losung von Au = —1 in der Gestalt
uy(x,y) = ax + Br?, a#0.

b) Man setze wj, :=u —u, und gebe das resultierende Randwertproblem in wj, an.

Hinwers:
Durch geeignete Wahl von « lésst sich eine Randbedingung vereinfachen.

¢) Man lose die Randwertaufgabe aus b).

Losung:

2
a) uy(z,y) =ar — % 16st  Awu, = —1.

b)

Aup =Au— Ay, =—-1—(-1)=0

up(0,y) = u(0,y) —uy(0,y) =0—-0=0

wn(a,y) = ula,y) — up(a,y) = 0 — (aa -

@
2
ar  x* 1,
up(x,0) = u(z,0) —uy(zr,0) =0 — PRED) 25(1’ —ax)

up(z,b) = u(x, b) — uy(x,b) = %(ﬁ — ar)



c¢) Dieses Dirichlet-Problem hat die Eigenschaft, dass « in den Randeckpunkten
den Funktionswert 0 annimmt.

Solche Probleme setzen sich aus der Summe von zwei Teillosungen zusammen,
wobei jede dieser Teillosungen auf zwei gegeniiberliegenden Réndern den Wert 0
annimmt und auf dem verbleibenden gegeniiberliegenden Réndern die Randdaten
des Ausgangsproblems erfiillt. Im vorliegenden Fall ist nur eine dieser Teillsun-
gen zu bestimmen, da schon auf zwei gegeniiberliegenden Réndern der Wert 0
angenommen wird.

Die Losung erfolgt iiber einen Produktansatz
up(z,y) = X(2)Y (y) .
Eingesetzt in die Differentialgleichung Aw, = 0 ergibt sich

_X”(l’) _ Y”(y)
X(x)  Y(y)

=\
Man erhélt die beiden gewthnlichen Differentialgleichungen

X"+2X =0 und Y'=-)\Y =0.

Die Randbedingungen

0=uu(0,y) = X(0)Y(y) und 0=un(a,y)= X(a)Y(y)

ergeben X(0) = 0 und X(a) = 0, da andernfalls ¥ = 0 und damit u, = 0
gelten wiirde.

Gelost wird zunéchst das Randeigenwertproblem in X :

Auf Grund der Nullrandbedingungen fiithren nur die Losungen mit A > 0

X(z) = asin(vV/Az) + 8 cos(VAz)

auf ein nichttriviales uy. Aus X(0) =0 folgt 3 =0. X(a) =0 liefert fir £ >0
22

die Eigenwerte A\, = mit den zugehorigen Eigenfunktionen

Xifa) =sin (P20,

a

a?

2.2

Setzt man A\, = in die Differentialgleichung fiir Y ein, so erhélt man dort

die allgemeine Losung

km km
Yi(y) = Agexp (Ty) + By exp (_Ty) )

Man erhilt so aus dem Produktansatz durch Superposition (Awu = 0 ist linear)
die Losungsdarstellung



= k k k
up(x,y) = Zsin (%) <Ak exp (%) + By exp (—%)) )
k=1

Mit den noch nicht verwendeten Randbedingungen

%(ay;2 —az) = up(z,0) = Zsm( ) (Ay + B) ,

Y22~ az) = up(a,b) = Zsm (’”;‘”) <Ak exp (kzb) + Byexp ( kf’))

2

werden die noch unbekannten Koeffizienten A; und B, berechnet. Dazu werden
die Koeffizienten b, der Fourierreihe der Randfunktion berechnet:

0 fir k=24,6,...

2 (1 k
b, = —/—(a:Q—ax)sin ) dr = 4a*
a ) 2 a — fir £k=1,3,5,...

k373

Ay und By ergeben sich dann aus der Losung des linearen 2 x 2 Gleichungssy-

stems
1 1
A\ [ bk
exp (@) exp (—@) ( By ) a ( by )
a

(exp (—@) - 1) by, (1 — exp (?)) by
A = kb by 0 Pee kb kb
PN ) TP T PN ) TP T

Die Losung des Ausgangsproblems mit diesen Koeffizienten fiir wu; lautet dann

u(z,y) = g(a —z) +up(x,y) .



Aufgabe 18:

a) Man zeige:

Die Laplacegleichung in kartesischen Koordinaten g, + u,, = 0 besitzt in Po-
larkoordinaten (x,y) = (r cos ¢, rsin ) folgende Dartstellung:

Up | Upyp
urr—i——+—2:O
T T

b) Mit Hilfe eines Produktansatzes der Form wu(r,¢) = R(r) - ®(p) berechne man
alle Losungen von

2
T UTT T‘UT u@m - 0 .

Fiir sogenannte Eulersche Differentialgleichungen
ant"y " (x) + an_12" "y (@) + -+ arzy (z) + agy(z) = 0

liefert ein Ansatz der Form y(x) = 2 Losungen.

Loésung:

a) Die Transformation in Polarkoordinaten (z,y) = (7 cos p, rsing) mit a(r, @) :=
u(z(r, ), y(r,p)) < a(r(z,y),e(x,y)) = u(z,y) erfolgt nach der Kettenregel:

Fiir die Jacobimatrix der Koordinatentransformation erhilt man:

(rw ’I“y) B (mr xw)l_<cosg0 —rsingp)l
Pz Py Yr Yo sing  rcosp

cosp  sing r ¥

_ ) _ r r
- singp cose | — Yy
r r r2 r?

Fiir die zweiten Ableitungen ergibt sich daraus

Y2 2 2zy 2zy
szZﬁ, TyyZE, 90$$:77 @yy:_ﬁ‘
Uy = UpTy + UpPy , Uy = UpTy + Uppy
Uge = ﬂrr (Tac)Q + 27’3590:1:&“0 + asﬂtp(@:B)Z + fLrT;m + ﬂ¢(p$$ ’
Uyy = Upp (Ty)Z + 21y Py, + ﬁsfw(@y)Z + Uy + Uppyy -

_ Uy
= Uy T Uyy = Upp + — + — .



b) Setzt man den Produktansatzes u(r, ¢) = R(r)-®(p) in die Differentialgleichun-
gen ein, so ergibt sich

7’2R” + T’R, CI)”

2 /! / 1
R'® R®+ R® =0
T +r + R b

S A

Die Differentialgleichung in ®(p) besitzt folgende Losungen

ap +b , A=0
o) = VX VTR
aey " 4 be VT XNF£D.

Die Differentialgleichung in R(r) besitzt folgende Losungen:
1.Fall: A =0:

0=r’R'+rR = R,(T’):g = R(r)=clnr+d

2.Fall:  A#0:
Der Ansatz R(r) =r® eingesetzt in r*R” +rR' — AR =0 liefert

r(afa—1)+a—-N)=0 = o=\ = R(r):crﬁ—i-dr_ﬁ‘.
Die sich aus dem Produktansatz ergebenden Loésungen lauten also:
(clnr +d) (ap +b) , A=0

ulr ) (cr‘/X + dr"/x) <aem‘p + beiﬁ‘p) , AN£D.



Aufgabe 19:

Man berechne die Losung des folgenden Dirichlet-Problems im Viertelkreis

Uy 41Uy + Up, =0 fiir 0<r <5 und 0<g0<g,
u(r,0) =0 und u(r,%)zo fir 0<r<5,

U(5,¢)=¢<g—90) fiir Oéwég

und bestimme den maximalen und minimalen Funktionswert von w .

Losung:

Der Produktansatz u(r, ) = R(r)- ®(p) eingesetzt in die Differentialgleichung, ergibt
die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

,],,2R// + T’R, CI)”

S A
R P

r’R'® +rR'® + RY" =0
Der Produktansatz u(r,¢) = R(r) - ®(¢) eingesetzt in die Randbedingungen

0 =R, 0= (3T) = e ()

ergibt nur nichttriviale Losungen w ( R darf nicht die Nullfunktion sein) fiir

™

2(0)=0=2 (7).
Damit erhdlt man fiir & nur fiir A > 0 nichttriviale Losungen (in reeller Darstellung):
D(p) = asin(vAp) + beos(VAp) .
Insbesondere ergibt sich aus den Randbedingungen
0=®(0) = asin(VA-0) +bcos(VA-0) =b , Oz@(%) :asin<\/x-g>.
Wegen a # 0, sonst wire ® die Nullfunktion, muss gelten

\/X.g:;mr;»\/}:zk:mk:zlk? = Du(p) = apsin(kp), k=1,2,...

Setzt man )\, = 4k? in die Differentialgleichung fiir R(r) ein, so erhilt man dort die
Losungen
Ri(r) = cpr® + dpr ™2

Hier muss noch d, = 0 gesetzt werden, da die Losung sonst im Nullpunkt, der hier
zum Definitionsbereich gehort, eine Singularitiat besafe.

Durch Superposition ergibt sich aus dem Produktansatz damit die Losungsdarstellung

u(r, @) = Z Apr®F sin(2kyp) .

k=1



Mit der noch nicht verwendeten Randbedingung

u(5, ) = i AR5 sin(2kp) = (g — Sp)
k=1

berechnet man A; aus den Fourier-Koeflizienten

/2 5
4 1 " 1
cp = — ® <z — go) sin(2kp) dp = —(1 — cos(km)) = - ungerade
T 2 k3
0 0  sonst

durch A;5%* = ¢, = A, = ¢,5 % . Die Losung des Ausgangsproblems lautet mit den
obigen Fourkoeffizienten also:

[e.o]

u(r,p) = ch <g)2k sin(2kyp) .

k=1

Da wu harmonisch und nicht konstant ist, werden Maximum und Minimum nur auf
dem Rand angenommen, konnen also aus den Randbedingungen abgelesen werden.

Der Minimalwert ist damit gleich 0.

Der Maximalwert wird im Punkt (r,¢) = <5, g) angenommen:



Aufgabe 20:

Gegeben sei das folgende Dirichlet-Problem im Kreisring
2 <r=/2%2+y? <3 (in Polarkoordinaten):

T2 Uy 4 TUp + Uy, = 0,
u(2,¢) = cosyp,

65 .
u(3,0) =1+ i sin(2y) .

Man berechne die Losung in

a) Polarkoordinaten und

b) kartesischen Koordinaten.

Losung:

a) Der Produktansatz u(r,¢) = R(r) - ®(p) eingesetzt in die Differentialgleichung,
ergibt die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

7’2R” + T’R, CI)”

rR'® +rR'®+ RO =0 7 3

S A

Da ®(p) im Kreisring 27 -periodisch sein muss (®(0) = ®(27)), erhélt man
nichttriviale Losungen ®(¢) nur fiir A > 0, ndmlich fiir A =0 und A\, = k*:

Do) =ap, Pr(p) = arsin(kp)+bycos(ky), k=1,2,...

Setzt man A = 0 und A, = k? in die Differentialgleichung fiir R(r) ein, so erhélt
man dort die Lésungen

Ro(r) = co+dolnr, Ri(r) = cir® + dyr* .

Durch Superposition ergibt sich aus dem Produktansatz damit die Losungsdar-
stellung im Kreisring

u(r,o) = Ao+ Bolnr + Z(Akrk + Crer ™) cos(ky) + (Br® + Dyr=) sin(ky) .
k=1

Die Randbedingung
u(2,¢) = cos(p)

= Ao+ Boln2+ > (Ap2% + Cr27) cos(kp) + (Br2* + Dy27") sin(kyp)
k=1
erglbt A0+Boln2:O, 2A1+Ol/2:1,

sonst Ap2F + Cp27F =0 = B,2" + D27% .



Die Randbedingung

65 .
u(3,p) = 1—1—@8111(2@

= Ao+ Boln3 + ) (3"A +37°Cy) cos(ke) + (3°By + 37¥Dy,) sin(kyp)
k=1
Dy _ 65
9 144
sonst 3kAk + 371661]€ =0= 3kBk + 37kl)]€ .

ergibt Ao + BO In3=1 s 932 +

Damit erhélt man die von 0 verschiedenen Koeffizienten aus den Gleichungssy-
stemen

1 In2 Ao (0 ~ —In2 B 1
(1 1n3)<30)_<1) = AT P T s o me
2 1/2 A\ (1 2 _ 18
(3 1/3)(01)_(0) - A=—5. G=7%

(3 14)(2)- () = nmsnee

Damit lautet die Lésung

(r, ) Inr —1In2 n 18 2r i r? 1 in(2¢)
= — — - — — — — | sin )
un e m3—Im2  \5r 5 )¢ T 16 ;2)%¥

Bild 20 Lésung  u(r, o)

b) Mit Hilfe von

r=rcosp, y=rsing, r>=z>+y? sin(2p)=2sinpcosyp

erhédlt man die Losung in kartesischen Koordinaten

Iny/22 +y%2—1n2 18z 2r  xy 2xy

In3 —1n2 +5(x2—|—y2) 578 (2 +y2)2

u(z,y) =

Abgabetermin: 13.06.06 (zu Beginn der Ubung)



