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Losungen zu Blatt 3

Aufgabe 9:
Gegeben sei das Cauchy-Problem fiir die nichtlineare skalare Erhaltungsgleichung

ur+ f(u), =0 fir (x,t) € Rx(0,00) mit u(x,0)=ug(z).

a) Man berechne die allgemeine Losung mit Hilfe der Charakteristikenmetode fiir
2
die Flussfunktion f(u) = % :

b) Man l6se das Cauchy-Problem fiir die Anfangsdaten
(i) wo(z) =2(zr+1) und
(i) up(z) =2(1 —2x),

zeichne die charakteristischen Grundkurven und gebe den Zeitpunkt 7' an, bis
zu dem sich die Losung eindeutig berechnen lésst.

Losung:

a) Der quasilinearen Burgers-Gleichung

ul
0=u+ (?) = U + UU,

wird das erweiterte Problem
U, +uwU,+0-U,=0

zugeordnet. Losen der Phasendifferentialgleichungen:

i(s)=1 = t=s+C
Durch die Parametrisierungsforderung ¢(0) = 0 wird Cy =0 festgelegt.

d d
M hillt t =5 = — = —.
an erha S S /

wW(t)=0 = u(t) =C
Zt)=u=C = 2=Ct+D = D=x—ut

Damit wird die allgemeine Losung durch die folgende implizite Gleichung mit
einer C'!'-Funktion ® beschrieben:

Ult,z,u) = ® (u,x —ut) =0.



b)

Angenommen diese implizite Losungsdarstellung léasst sich nach dem Satz iiber
implizite Funktionen nach der ersten Komponente auflosen, so erhédlt man mit
einer unbekannten Funktion 1 die implizite Losungsdarstellung

(1)

u(z,t) = ¢ (x — u(z, t)t) .
Die Anfangsbedingung u(z,0) = 2(x 4 1) fiithrt auf
2z +1) =u(z,0) =v¢ (r —u(z,0)-0) =(z) .
Die implizite Losungsdarstellung der Anfangswertaufgabe lautet also
u(z,t) = ¢ (r —u(z,t)t) =2 (x —ulx, t)t + 1) .

Auflésen nach w ergibt fiir alle (z,t) € IR x (0,00) die Losung die explizite
Darstellung

2z + 2
u(z,t) = :

2t+1

Charakteristische Grundkurve: (z(t),t) mit z(0) = zo
z(t) =Ct+D = xy=2(0) =D und C = u(z(t),t) = u(x(0),0) = up(zo)
also

x(t) = uo(wo)t + o = 2(xo + 1)t + 20 .
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Bild 9 b) (i): z(t) = 2(xo + 1)t + o
Die Anfangsbedingung wu(z,0) = 2(1 — x) fiihrt auf

2(1 —z) = u(z,0) = ¢ (z — u(z,0) - 0) = Y(z) .
Die implizite Losungsdarstellung der Anfangswertaufgabe lautet also

ul, ) = ¥ (2 — u(e, 1)) = 2 (1— 2+ u(z, B))
1
Auflésen nach wu ergibt fiir alle (z,t) € IRx (0, 5) die explizite Darstellung

2—2x

u(z,t) = o

1
Fir T = 5 besitzt diese Losung eine Singularitét.

Charakteristische Grundkurve: —z(t) = 2(1 — xo)t + o .
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Bild 9 b) (ii): (t) = 2(1 — zo)t + 20
1
Im Punkt (z,t) = (1, 5) schneiden sich alle charakteristischen Grundkur-

vern.



Aufgabe 10:

Gegeben sei das Anfangswertproblem fiir die Burgers-Gleichung

u +uu, =0 fir (z,t) € R x (0,7)

mit
0o , r < =2
u(z,0) = ug(x) = 1, —2< z <0
-1 0< =z
a) Man berechne die Entropielosung fiir (z,t) € R x (0,2).
b) Man zeichne u(z,0), u(z, 1), u(z,2).
Losung:
a) Der Sprung von ug bei xg = —2 erzeugt eine Verdiinnungswelle u, .
Mit u; =0 < u, = 1 erhélt man
0 , r < =2
2
Uy(z,t) = xth , -2< xz <=2+t
1 , —2+1< x

Die Entropiebedingung
Cz ..
u(x+z,t)—u(x,t)<7 fir t,2,C>0, zelR

wird von u, , auf Grund der Stetigkeit von wu, , erfiillt.

AuBlerdem kann man eine Stofiwelle u; berechnen. Die Rankine-Hugoniot Bedin-
gung lautet

1 1 1 t

Mit s(0) = xy = —2 erhélt man die Stoffront s¢(t) = % — 2 und damit die
Stofiwelle.
0 T
us(x,t) = "
1, 5~ 2< x

Die Entropiebedingung fiir u, ergibt z.B fiir « = s(t) einen Widerspruch

IN

S —2=s(0)

us(s(t) + z,t) —us(s(t),t) =1-0=1< % .

t
Diese Bedingung ist nur fiir C < z und nicht fiir alle z > 0 erfiillt. Also ist u,

die Entropielésung.



Der Sprung von ug bei xy = 0 fiithrt nur zu einer Stofwelle mit u; =1 > u, =
—1. Eine Verdiinnungswelle ist hier nicht definiert.

Die Rankine-Hugoniot Bedingung lautet

éz%(ul—l—ur):%(l—l)zo = s(t)=C

Mit s(0) = x; = 0 erhélt man die Stofifront s;(¢) = 0 und damit die StoBwelle.

1, z <0
“S(x’t):{—1 0< =

C
Die Entropiebedingung ist wegen u(z + z,t) — u(z,t) < 0 < TZ automatisch
erfiillt.

Damit lautet die gesamte Entropielésung also

(0 , r <=2
2
TEE o 9o 4 <94
u(z,t) = t
, 24+t< z <0
-1 0< =z

\

Diese Losung ist jedoch nur fir —2+¢ < 0 = t < 2 =: T definiert, also nur
bis zu dem Zeitpunkt, wo die Verdiinnungswelle auf die Stofifront der StofSwelle
trifft.
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Bild 10 b) (i): wu(z,0), u(z,1)

Bild 10 b) (ii): wu(x,?2)



Aufgabe 11:

Man schreibe folgende partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in Matrix-
Vektorschreibweise, bestimme den Typ und skizziere im IR? gegebenenfalls die Gebiete

unterschiedlichen Typs:

&) Ugy + 2Ugy + Uy — uy + 2?0 =1,

C) TlUgy + TYUgy + YUy, = 422,

)
b) Y Upy — TUY, + dTu = sin T,
)
d)

2Ugy + 4y, + duy, + 3u,, = T2 .

Losung:
2 r 11 2
a) Upy + Uy +Uyy —3uy+27u=1 & V 11 Vu+(0,-3)Vu+z u =1
—_———
= A

det(A —AI)=(1-X)?-1=XA=2)=0 = X\ =0, =2
Damit ist die Differentialgleichung in ganz IR?® von parabolischem Typ.

b) Y Uyy — TUyy + 4zu = sin
2
= VT(% _2)Vu+4xu:sinx

—_—
=A

>0 (elliptisch) fir 2 <0Ay#0
M- Ay =det A = —2y*{ =0 (parabolisch) fir z=0Vy=0
< 0 (hyperbolisch) fir = >0Ay#0

Y

elliptisch hyperbolisch

« parabolisch *
elliptisch hyperbolisch

Bild 11 b)  Gebiete unterschiedlichen Typs



c) LUy + TYUgy + Yy, = 42

T r  wy/2 _ ( T Q) a2
&V (xy/Q y)Vu 1+2,1+2 Vu=4x
- N 4
>0 (elliptisch) fir a2y >0AJy| < Tl
x
4
AMde =det A = ay (1 — ixy) =0 (parabolisch) fir z=0Vy=0Vy=—
x
4
< 0 (hyperbolisch) fiir xy <0V (xy >0A |yl > W)
x

\

Yy
hyperbolisch hyperb.
ellip.
Fl
- [~—parabolisch
hyperb. L hyperbolisch

Bild 11 ¢) Gebiete unterschiedlichen Typs

01 2
d) 2ugy + 4u,, + 4u,, + 3u,, = 7y < VIl 10 2 |Vu=r%u
2 2 3

det(A—)\I):()\+1)2(/\—5):0 = )\1,2:—1,/\3:5

Damit ist die Differentialgleichung in ganz IR*® von hyperbolischem Typ.



Aufgabe 12:
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung;:

14 4 11
& oz — Flay + = +2v5u, — Vbu, + 3u =

a) Man bestimme den Typ der Gleichung und

b) transformiere sie auf Normalform.

Loésung:
a 14 4 11
) gum — Suw + Euyy + 2\/gu$ — \/Suy +3u==x
14 2
s V! 52 1? Vu+ (2V5, —V5)Vu + 3u ==
5 5

A
det(A —AI)=(A=2)(A—3) = A =2, A =3

Es handelt sich damit in ganz IR? um eine elliptische Differentialgleichung.

b) Eigenvektoren v; und v, von A und Transformationsmatrix S':

w1 () 50 1)

1
Mit den neuen Variablen (g)IZST(i):ﬁ(; —f)<§>

wird die Ausgangsgleichung nach der Kettenregel transformiert und in eine Glei-
chung in @(&,n) == u(z(&, 1), y(&,n)) berfiihrt:

2&55 + 31]77,7 + 51]77 + 3u = (f + 277) .

4

5

Erneute Transformation mit den Variablen p := fithrt auf die

|7

sl
Sis

elliptische Normalform in a(u,v) := a({(w, v), n(p, v

~—

)
(V2p +2V3v) .

5 1
Al + —=10, + 31 = —=

V3 V5

Abgabetermin:  9.05.06 (zu Beginn der Ubung)



