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Losungen zu Blatt 2

Aufgabe 5:

Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung:

a) 2u, —yu, =0,

b) 2u, —yu, = zyu .

Losung:

a) Der linearen homogenen PDG 1.0rdnung in den Variablen (z,y)
2uy — Yyuy =0
ist das charakteristisches Differentialgleichungssystem zugeordnet, welches jetzt gelost
wird:

Pt)=2 = a(t)=2A+C, = t=(v—C1)/2

J) =~y = ylt) = oo~ = Coo==OV/2 = G
Auflssen nach C': C = ye®/?

Damit ist die allgemeine Losung gegeben durch
u(z,y) = @ (ye’?)
mit einer beliebigen C!-Funktion & .

b) Die Differentialgleichung wird hier als quasilineare PDG 1.0rdnung in den Variablen
(x,y) interpretiert. Ihr ist das erweiterte Problem

2U, —yUy, + ayulU, = 0.

zugeordnet. Division durch 2 fiihrt auf

y. Ty
v, - 2, + 2y, =0,
27T
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Die charakteristischen Differentialgleichungen dieses Systems sind sogenannte Phasen-
differentialgleichungen, bei denen x mit ¢ identifiziert werden kann, da der Koeffizient

vor U, gleich eins ist.

) T
() =y'(@)==5 = yl@)=Cie™”
a(t) = ' (x) = %
—z/2 —xz/2
_Cl%ﬂi = ln\u|—/cl%dx——01(x+2)ex/2+02

Auflésen nach C; und Cy:
y(x) = Cie™? = () =ye*?
Injul = -Ci(z +2)e 2+ Co=—y(x+2)+Cy = Coy=Inlu|+y(z+2)

Damit ist die allgemeine Losung gegeben durch die implizite Gleichung
Ulz,y,u) = (ye’”/Q,ln lu| + y(x + 2)) =0

mit einer beliebigen C!-Funktion & .
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Aufgabe 6:

Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden partiellen Differentialgleichungen fiir die
gesuchte Funktion u = u(x,y, 2)

a)
b)

TUz + 2yu, = u,

ZUgy — YUz, = 0,  Hinweis: Man substituiere u, = v.

Losung:

a)

Die Differentialgleichung wird wieder als quasilineare PDG 1.0rdnung in den Variablen
(x,y, z) interpretiert. Thr ist das erweiterte Problem

xU, +2yU, +uU, =0.

zugeordnet. Division durch x # 0 fithrt auf
2y U
U,+—U,+-U,=0.
x x

Da der Koeffizient vor U, wieder gleich eins ist, werden nur noch die Phasendifferen-
tialgleichungen, bei denen x mit t identifiziert wird, gelost:

Y(x)=0 = yl&)=0C

2 (x) = y _ 20 = z(z) =2C In|z| + Cy

u'(x) = % = u(z) =Csz
Auflésen nach C1,Cy und Cy:

Ci=y, Cy=z:-2CiIlel=2-2yhle], C3=".
x

Damit ist die allgemeine Losung gegeben durch die implizite Gleichung
Uz,y,z,u) =P (y,z — 2yln|z|, E) =0
x

mit einer beliebigen C!-Funktion & .

Man substituiere in der Differentialgleichung wu, = v. Dies liefert

z
DUgy — YUge =0 = 20, —yv, =0 = vx—gvy:(]

Charakteristische Gleichungen bzw Phasendifferentialgleichungen:

r=1 = zxz=t+C
Durch die Parametrisierungsforderung z(0) = 0 wird Cy = 0 festgelegt.
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d d
M hilt 2=t > — = —.
an erna x dt dw
(r)=0=> 2z2=0C
C

y(a)=—=-" 5 gy =-C

Y Yy

y? y?

= 52—011'4—02:—21‘—}-02 = CQZ§+ZJZ

Allgemeine Losung bzgl. v:

1
v(z,y,z) = (z, §y2 + zx) mit einer beliebigen C!-Funktion & .
Allgemeine Losung bzgl. u durch Riicksubstitution:

1 1
Uy = P (z, §y2 - zm) =®(C1,Cy) = ulx,y) = <z, §y2 - zx) x4+ Yy, 2)
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Aufgabe T:

Man bestimme eine Losung der Anfangswertaufgabe
3(“ - y)qu — Uy = 07 U(O,y) =Y

a) mit Hilfe der Charakteristikenmethode und

b) mit Hilfe eines Summenansatzes  u(z,y) = f(z) + g(y) .

Loésung:

a) 3(u—y)Pu,—u, =0 & =3(u-—y)u +u, =0
Losen der erweiterten Phasendifferentialgleichungen bzgl. y
gty =1 = y(t)=t+Co
Durch die Parametrisierungsforderung y(0) =0 wird Cy = 0 festgelegt.

d d
Man erhdlt y =t = %Zd_y und

u(y) =0 = u=Cy
7' (y) = —3(u—y)2:—3(02—y)2 = T = (02—y)3+01 = (U—y)3+01
= Cl=z—(u—y)?

Damit wird die allgemeine Losung durch die folgende implizite Gleichung mit einer
C! -Funktion ® beschrieben:

Uz,y,u) =@ (z — (u—y)*,u) =0.

Anpassen an die Anfangsfunktion:

Angenommen die implizite Losungsdarstellung
P (z—(u—y)’u)=0

ldsst sich nach dem Satz iiber implizite Funktionen nach der ersten Komponente
auflésen, so erhélt man mit einer unbekannten Funktion

v—(u—y)*=v(u).

Die Anfangsbedingung (0,y) =y fithrt dann auf

Y (u(0,9) =v(y) =0— (u(0,y) —y)?* =0 = v — (u—y)*=0.

Die Losung der Anfangswertaufgabe lautet also

u(z,y) =y + V.
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b) Die Anfangsbedingung u(0,y) =y fiihrt in den Summenansatz u(z,y) = f(x) + g(y)
eingesetzt auf

w(0,9) = f0)+9(w) =y = gly)=y— f(0)

= u@y)=f@)+y—f0) = u=[f(z), uy =1

In die Differentialgleichung einsetzen

0=3(u—y)*us—uy = 3(f(x)+y—f(0) =y f(x)—-1 = 3(f(z)—f(0))*f'(z) =1
Integration nach z liefert

(f@) = fO)P =2tk = fla)=f0)+Votk

Eingesetzt in den Summenansatz

u(z,y) = f@) +g(y) = fO) + Ve +k+y—f0)=Vr+k+y

Anwenden der Anfangsbedingung

y=u(0,y)=V0+k+y = k=0

Die Losung der Anfangswertaufgabe lautet also

u(z,y) =y + V.
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Aufgabe 8:
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung erster Ordnung

Uy + 20U, = Y .

a) Man berechne die allgemeine Losung.

b) Man bestimme mit dem Ergebnis aus a) die Losung, die der Anfangsbedingung
u(0,y) = 14y geniigt.

¢) Man fiihre die Probe fiir die berechnete Losung aus b) durch.

d) Man bestimme mit dem Ergebnis aus a) die Losung, die der Anfangsbedingung
u (z,2° + 1) = 3z geniigt.

Losung:

a)
Uy + 220y, =y = U, + 22U, +yU, =0

Losen der Phasendifferentialgleichungen:
Durch die Parametrisierungsforderung z(0) = 0 wird Cy = 0 festgelegt.

d d
an erhilt x e
y =2z = y=2"+C = C,=y—2?
3 3 943
W=y=2"+0 = U:%+01I+02=%+xy—x3+02 = CQZU—F%—IL’:U

Damit wird die allgemeine Losung durch die folgende implizite Gleichung mit einer
C' -Funktion ® beschrieben:

2 3
U(x,y,u):q)(y—x2,u+%—xy> =0.

b) Angenommen die implizite Losungsdarstellung
2 3
P (y—xZ,qu%—xy) =0

léisst sich nach dem Satz iiber implizite Funktionen nach der zweiten Komponente
auflosen, so erhélt man mit einer unbekannten Funktion
223 223

u+7—xy:@/z(y—x2) = u(:v,y):my—?—i—w(y—a:?) )

Die Anfangsbedingung u(0,y) = 1+ y? fiihrt auf
L+y* =u(0,y) = ¢ (y)

Die Losung der Anfangswertaufgabe lautet also

3

x
ulxz,y)=oy— —+1+y—=z

2\2
3 )
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c¢) Probe Anfangsbedingung:

203

u(0,y) =0-y - +1+(y—0)?=1+y

Probe Differentialgleichung:
Uy + 2zu, =y — 2207 — da(y — o) + 2x(z + 2(y — 2%)) =y

d) Wie unter b) versuchen wir mit der Darstellung

3

U(x,y)zwy—%+¢(y—x2) :

die Anfangsbedingung u (z,2% + 1) = 3z zu erfiillen.

3 LL’B

3v=u(z,2”+1) = x(w2+1)—%x3+w (*+1-2°) = x+%+w (1) = ¥(1) = o=

Dies ist ein Widerspruch und die Anfangswertaufgabe ist deshalb nicht l6sbar.

Der Grund dafiir liegt darin, dass die Kurve (x,x2 + 1), auf der fiir die Funktion
u Werte vorgeschrieben werden sollen, eine (Grund-)Charakteristik ist (vgl. a) mit
C; = 1). Auf dieser soll u jedoch schon die Phasendifferentialgleichung ' = y erfiillen:

3 3

2r x
= u(m,y):—?—i—xy—l—Cg = u(z,x2+1):§+x+02.

Abgabetermin:  25.04.06 (zu Beginn der Ubung)



