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Losungen zu Blatt 1

Aufgabe 1:

a) Man bestimme den Typ der folgenden partiellen Differentialgleichungen:

Uy + uPuy =3z + 4y — 6u+5,
umy+y2u§:e“+x2+y2,

uZ, + x’u,, = 1+ 22 + 3y + 4u + 5u, + 6u,
In(ugy + uy) + Uy +uy =1,

0 (z)-(2)

b) Man zeige, dass folgende Funktionen harmonisch sind:

)
)
0
)

(i) w(z,y) =" -3y
(i) us(z,y) =32y —y°
(iil) ws(x,y) = €®cosy
(iv) wa(z,y) =Im(e” + 2) + 6Re(z) mit z =z +iy € C
Losung

a) (i) uy +v’u, =37r+4y —6u+5, skalar, quasilinear, 1. Ordnung
(ii) agy + y2u§ ="+ 22 + 9%, skalar, semilinear, 2. Ordnung
(iil) wZ, + 2%uy, = 1+ 2x + 3y + 4u + 5u, + 6u,, skalarnichtlinear, 2. Ordnung
(iv) In(uy + uy) +uy +u, =1, skalar, nichtlinear, 1. Ordnung,
(v) ( e ) = ( Yy > , vektoriell, linear, 1. Odnung

TV, — Uy
b) (1) Au =

(2% = 32y%) e + (2° — 32y?),, = 62 — 62 =0
Aug = (3:1:2 ) + (32%y — y*)yy = 6y — 6y =0

Auz = (€ cosY)z + (67 cosy),, = e"cosy —e“cosy =0

Auy = (e"sin(y) + y + 62) 4, + (¥ sin(y) + y + 62),, = e”sin(y) —e“sin(y) =0 .
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Aufgabe 2

Man berechne die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichungen

a) Uy, + 2zu, + (22 — Du = 2%y — y* + 4oy + 2,
b) gz =e€*+cosy+1,

¢) (2% = 1)uy, = 2u,.

Losung:

a) Fasst man z als Parameter auf, so kann diese partielle Differentialgleichung als gew6hn-
liche Differentialgleichung aufgefasst werden in v(y) := u(z,y):

V' 4 200+ (27 — 1)v = 2%y — gy +day + 2.
Losung der homogenen gewohnlichen Differentialgleichung
V" + 220 + (¥ — 1)v =0

mit dem {iblichen Ansatz v(y) = ¢, dabei kann A von z abhingen, also A = \(z)
gelten.

pAN) =N +22A+2° —1=N+2)’-1=0 = A=-a+l
= vp(x) = cr(2)e T 4 oy ()el DY
mit beliebigen Funktionen c¢;(x) und cy(x).

Losung der inhomogenen gewohnlichen Differentialgleichung

v+ 200 + (27 — Vv = 2%y — o + day + 2
mit dem iiblichen Ansatz v,(y) = a(z)y? + b(z)y + c(x) :
v+ 200" + (2% — Vv = 2a + 22(2ay + b) + (z* — 1)(ay® + by + ¢)
= a(2® — 1)y? + (daz + b(2* — 1))y + (2a + 2bz + c(2* — 1)) = (2* — 1)y* + 4oy + 2
= —Ya=-y A —yb=y) = a=1Ab=0Ac=0 = o,(r)=9¢
= u(w,y) = va(2) +vp(2) = er()el T op(a)el T 4y
b) Uy, = (uz)y =e€*4+cosy+1 = u, =ye’ +siny +y+ c(z)
= u(z,y) =ye” +xsiny +yx+ f(z) + g(y)
mit beliebigen und differenzierbaren Funktion g und f, wobei f'(x) = c¢(z) gilt.

c) Setze v(z,y) := uy(x,y), dann erhélt man:

(2% = Dugy = 2u, = v,= 2v o Y L1
Y v 22— 1 v -1 x4+1

dv rz—1
= d = 1 =1 k
/ /36_1 e = =T k)

uy =v=c(y)- x+1 = u(r,y) =g(y)- %+f()

mit beliebigen und differenzierbaren Funktion f und ¢, wobei ¢'(y) = c(y) gilt.
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Aufgabe 3:

Man berechne mit Hilfe von Exponentialansidtzen reelle Losungen der folgenden Differenti-

algleichungen:

a) u(z,y) = e fiir

(1) upy+uy —uy—u=0,
(i) py +uyy =0,

b) u(z,y,t) = e filr wy = Uy + Uy, + 20

Losung:
a) u(z,y) = =
Uy = QU, Uy = Bu, U = CkQU, Ugy = afu, Uyy = 62'&
(i) 0=ty +uy —uy —u=afu+ou—Pu—u
2 aB+1)=8+1 =
a=1, dh. u(z,y) =e*"% oder B=-1, dh. u(x,y)=e**"Y
(i) 0= gy + uy, = *u+ F*u ) a4+ 32 =0 = f=+tia
= u(z,y) = ™ = ¢ (cos(ay) + isin(ay))
reelle Losungen sind damit

ur(z,y) = e*cos(ay) und  ug(z,y) = e sin(ay)
b) u(w,y,t) =™ =y =qu, U = Pu, Uy, = (P

Up = Uy + Uyy + 20 = yu = o*u + *u+ 2u

E y=a?+ 0242 = ulz,y,t) = T
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Aufgabe 4:
Man lose die Anfangswertaufgabe

Buy, —4du, =7, u(zr,0)=c¢e".

Hinweis:  Durch eine geeignete lineare Transformation

§ = ar+fy
n = yxr+0y

mit «ad — By # 0 transformiere man die Differentialgleichung auf eine gewthnliche Diffe-
rentialgleichung.

Losung:

Mit u(z,y) = w(&(z,y),n(x,y)) transformieren sich die partiellen Ableitungen in der Diffe-
rentialgleichung nach der Kettenregel

Uy = Weky + Wyty , Uy = Weky + Wy
mit & =a, N, =7, & =B und n, = 6. Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich
7T = 3(wels +wyne) — Hweky + wyny)
= we(3& — 4&y) + wy(3n. — 41y)
= we(3a —43) + w,(3y — 49) .

Durch geschickte Wahl der noch unbestimmten Koeffizienten «, 3, v und ¢ der linea-
ren Transformation kann man einen Koeffizienten der transformierten Differentialgleichung
gleich Null setzten und den anderen eindeutig festlegen unter Beriicksichtigung von ad—p3v #
0 (reguldre Transformation). Beispielsweise fithrt die Wahl

§ = dr+dy o= (E-3n)/

a=4,3=37=0,6=1&
F=37 =y y = U

auf die transformierte Differentialgleichung

—dw,(§,n) =T7.

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung in der Variablen 7 mit dem Parameter &.
Integration fithrt auf die Losung

7 7
wén) =—n+9€) & ulz,y)=—7y+g(dz+3y).
Die Anfangsvorgabe wird verwendet, um die noch unbestimmte Funktion ¢ festzulegen

u(x,0) = g(dz) = e* &  g(x) ="t
Damit lautet die Losung der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

7
u(e,y) = =gy + e

Abgabetermin: 11.04.06 (zu Beginn der Ubung)



