Analysis IT 12. Vorlesung

Rechenregeln fiir Fourier-Reihen:
f,9 : R — C stiickweise stetig, T—periodisch mit

fO~ S et gy~ S spethet

k=—o00 k=—o00

1) Linearitit
e 9]

af(t)+Bg(t) ~ > (oy + Box)e™

k=—o0
2) Konjugation
o0
f(t)N Z ;)/_keikWt

k=—oc
3) Zeitumkehr
f(—t)N Z ,Y_keikwt

k=—o0
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Rechenregeln fiir Fourier—Reihen: (Fortsetzung)

4) Streckung
flet)y ~ > ettt

k=—o00
5) Verschiebung
e - -
f(t+a) ~ Z (,Ykezkwa) ezkwt7 acR
k=—o0

oo
einwtf(t) ~ Z ’Yk—neikwt, nez

k=—o00
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Rechenregeln fiir Fourier-Reihen: (Fortsetzung)

6) Ableitung
Ist f(t) stetig und stiickweise differenzierbar, so gilt:

oo

1)~ ) (ikwy)e™™

7) Integration
Gilt ap = = fOT f(t)dt = 0, so folgt:

t T
1 < /b a
/ frydr~ / LF(E) dt— ; <i cos(hut) — = sin(kwt))
0 0 -

Analysis 1T 12. Vorlesung

Satz: (Konvergenzsatz)
Sei f : R — C T—periodisch, stiickweise stetig differenzierbar.
Betrachte die zugehorige Fourier—Reihe

Fy(t) = % + Z (ak cos(kwt) + by sin(kwt))
k=1



Analysis IT 12. Vorlesung

1) Die Reihe konvergiert punktweise und fiir alle ¢ € R gilt:

1

Fy(t) = 5 (F) + 1)

2) In allen kompakten Intervallen [a,b], in denen f(t) stetig ist, ist

die Konvergenz gleichméfig.

3) In allen Unstetigkeitsstellen iiberschwingen die Partialsummen

Sn(t) = % + Z (ak cos(kwt) + by, sin(kwt))
k=1

fiir grole n den Sprung um ca. 18 % (Gibbs Phinomen).

Bemerkung:
Stetigkeit von f(t) reicht fiir die Konvergenz der Fourier—Reihe
nicht aus.
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Bild: Siigezahnfunktion mit S7(t)
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Beispiel: Die Siagezahnfunktion

0 : t=0,t=2m
St):==19 1
5(7‘(‘ —t) : 0<t<2rm
Fehlerfunktion: Definiere fiir 0 < ¢t < 27
sin(2t) R sin(nt)

1
R, (t) = 5(t —m) +sint +

5 e -
Es gilt:
sin [(n + 3)t]
142 t+...+2 t)= ——— 274
+2cost + ...+ 2cos(nt) Sn(t/2)
Integration:

sin(nt)

t
/sm[(?”‘—+z)]dt:(t_ﬂ)+2sint+2@+...+2

sin(t/2) n

iy
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Daraus folgt:
t

/ sin [(n + 1)t] i

Bn(t) 2 sin(t/2)
p1  —cos[(n+ 3)t] 1 / 1 d 1
= @ntDsn@2) 2+l / cos <(” + §)T> o <sin(7/2)> dr
mws —cos[(n+ 3)t]  cos[(n+ 3)i] < I 1>
 (2n+1)sin(t/2) (2n +1) sin(t/2)
und daher )
|Rn(t)] <

(2n + 1) sin(¢/2)
Ist t € (0,2n) fest, so gilt:
|R,(t)] =0 t — oo
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Satz: (Approximationsgiite)

1) Approximation im quadratischen Mittel
Sei f : R — C eine T—periodische, stiickweise stetige Funktion,

und seien
[jp— aO . 3
Sn(t) = 5 + kg_l (ak cos(kwt) + by sm(kwt))

die Partialsummen der zugehorigen Fourier-Reihen.
Fiir den Teilraum von C(R) der trigonometrischen Polynome

1
T, := Spann {—, cos(wt), . .., cos(nwt), sin(wt), . . ., sin(nwt)}

V2

mit dem Skalarprodukt

N[ o

<u’ 1)) =

f u(t)v(t) dt
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Satz: (Fortsetzung)

1) gilt dann
VQZ5 € Tn : ”f_ Sn“ < ||f —q5||
d.h. S, (¢) ist von allen Funktionen aus dem Teilraum T, die

beste Approximation von f(t) im quadratischen Mittel.

2) Es gilt die Besselsche Ungleichung

Qo 2 2\ _ 2 2
-+ 3 (Il + 1) =2 3 b <7 [1sora
= 0

k=—n

Hieraus folgt insbesondere die Konvergenz der Reihen

oo

Z lag|* und Z b |2
k=1

k=1
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Satz: (Fortsetzung)

2) und damit auch (Riemannsches Lemma)
kli_)n;o|ak| =0 und kll)n;o|bk| =0

Bemerkung:

Unter geeigneten Bedingungen an f : R — R/C lassen sich die
Koeffizienten 7, der Fourier—-Reihe abschétzen:

|’)’k|§w, k==+1,£2,...

Beispiel: Rechteckschwingung

4 (sint sin(3t sin(bt
Ff(t):;< Tt z(), )+ é )+...)

Die Koeffizienten 7y konvergieren mit 1/k gegen Null!
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Bemerkung: Fiir n — oo geht die Besselsche Ungleichung in
Gleichheit iiber, i.e.

|‘10|2 = 2 2
+ 3 (Janl + buf?) |f )2 dt

k=1

Diese Beziehung nennt man die Parsevalsche Gleichung.
Beispiel: Wieder Rechteckschwingung

Es gilt
) T
)2
— dt =2
T/ )l
0
und da ax, =0, k=0,1,...

> 16 /1 1 1 16 72
bhl’=—(-4+—=+—+...]=—=-—=2
;'” 7r2<1+32+52+ ) m 8



