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Kapitel 10:  Periodische Funktionen, Fourier—Reihen

10.1 Grundlegende Begriffe
Periodische Funktionen

Definition:  Eine Funktion f : R — R (oder f : R — C) heil3t
periodisch mit der Periode T, falls fiir alle t € R gilt:

FE+T) = £(0).

Hauptresultat dieses Kapitels:
Entwicklung einer periodischen Funktion in eine Fourier—Reihe
f(t) = —+ ) [akcos(kwt) + b sin(kwt)]
k=1
Grundschwingungen:  cos(wt), sin(wt)
Oberschwingungen:  cos(kwt), sin(kwt), k = 2,3, ...
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Bemerkungen:

1) Ist T eine Periode von f(t), so auch kT, k € Z, eine Periode.

Sind T3 und T Perioden, so ist auch k17 + koT5, k1, ko € Z, €ine
Periode.
Man sagt: Die Menge aller Perioden bildet einen Z-Modul.

2) Existiert eine kleinste positive Periode T' > 0, so ist die Menge der
Perioden gegeben durch kT, k € Z. Jede nichtkonstante, stetige und
periodische Funktion besitzt eine solche kleinste Periode.

3) Sind f(¢) und g(t) T—periodisch, so ist auch af + Sg T—periodisch.

4) Ist f(t) T—periodisch und integrierbar ({iber kompakten Intervallen),
so gilt fur beliebige a € R:

a+T

T
O/ F(t) dt = / F(t) dt

a
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Definition:  Eine Funktion g(¢), ¢t € [0, T bzw. ¢ € [0,T'/2] laRt sich zu
einer T—periodischen Funktion f : R — R fortsetzen. Gebrauchlich sind
dabei die folgenden Vorgehensweisen:

1) Direkte Fortsetzung:
f@t):=gt—-kT), kT <t<(k+1)T
2) Gerade Fortsetzung:  Sei g(t) auf [0, T"/2] gegeben:

F(t) = gt — kT), <2k2_ 1) T<t< <2k2+1> T

wobei g zundchst an der y—Achse gespiegelt wird:

T
g(t) :=g(—1), —3 <t<0
3) Ungerade Fortsetzung:  Wie bei 2), aber Spiegelung am
uUrsprung:
T
9(t) == —g(=t), —5 <t<0
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Definition:
1) Eine Reihe der Form

ft) = % + Z[ak cos(kwt) + by, sin(kwt)]
k=1

mit ax, by € R/C heilt Fourier—Reihe (oder trigonometrische
. .. 2
Reihe); dabei sei w = % > 0.
2) Die zugehorigen Partialsummen

fn(t) = “

5 + ;[ak cos(kwt) + by, sin(kwt)]

heil3en trigonometrische Polynome.
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Komplexe Schreibweise der Fourier—Reihe:

Formel von Euler

X

e =cosx+isinx
Damit gilt:
cosT = l (e” + e_“’)
2
sinz = i (eix — e_m)
24 ’

Trigonometrische Polynome:

fn(t) — Z ’}/keikWt

k=—n

Fourier-Reihe:
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Umrechnung der Koeffizienten ay, by, und g :

a . .
fa(t) = ?0 + Z[ak cos(kwt) + by, sin(kwt)]
k=1
a “la b
_ % Yk ¢ ikwt —ikwt Yk ¢ ikwt —ikwt
= 2+kZ:1_2(e +e )+2i(e e )]
n r . .
_ @ Ak — Wk g | 0k T 08 iy
= 3 + kz_l T2 e + —a ¢
n
— Z ,ykeikwt
k=—n
Damit ergibt sich:
1 1 . 1 .
Yo=za0 Yk = =(ar —iby) Y—r = =(ar + iby)

2 2 2
ap =2y ar =Yk + Y-k by, = i(’Yk: - ’Y—k)-
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Satz:

: . , 2 . .
1) Die Funktionen e**“* k € 7, w = % bilden ein
Orthonormalsystem beziiglich des Skalarprodukts:

(u,v) := !

S|

T
/ u(t)u(t) dt.
0
2) Konvergiert die Fourier—Reihe
: tkwt
Jm, 2 e

auf [0, T'] gleichmaRig gegen eine Funktion f(t), so ist diese stetig

und es gilt:
T

Vi = %/f(t)e_ik‘”t dt, keZ.
0
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Bemerkung:

1) Reelle Orthogonalitatsrelationen:

T 0
/cos(kwt) cos(lwt)dt = T/2
0 T

/sin(k:wt) sin(lwt)dt = { 0

T
/sin(kwt) cos(lwt)dt = 0
0
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Bemerkung:
2) Reelle Fourier—Koeffizienten:

)cos(kwt)dt k>0

'ﬂlw
O\ﬂ

T
2
:T/f t)sin(kwt)dt, k>0
0

10.2 Fourier—Reihen
Definition:

11. Vorlesung
k1
k=10
k=1=0
k1
k=140
11. Vorlesung

1) Eine Funktion f : [a,b] — C heift stlickweise stetig bzw.
stiickweise stetig differenzierbar, falls f(¢) bis auf endlich viele
Stellenty < t; < ... <t in [a, b] stetig bzw. stetig differenzierbar

ist und in diesen Ausnahmepunkten die einseitigen
f(t) und f'(¢) existieren.

Grenzwerte von
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Definition: (Fortsetzung)

2) Fur eine stiickweise stetige Funktion f : [0,7] — C werden die
Fourier—Koeffizienten von f(¢) definiert durch:

T
1 .
w o= o / F)e et gt ke 7,
0

f(t) cos(kwt)dt k>0

ap =

|
N
O\'ﬂ

by = f(t)sin(kwt)dt, k>0

N
o\H

Dabei ist w = 27r/T die Kreisfrequenz.
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Definition: (Fortsetzung)
3) Die mit den obigen Koeffizienten gebildete Reihe

o ) a o )

Fe(t) = k_z_ ettt — ?0 + ;[ak cos(kwt) + by, sin(kwt)]
heil3t die Fourier-Reihe von f(t).

Bei der Definition verwendet man die direkte Fortsetzung der Funktion

f:[0,T] — C zu einer T—periodischen Funktion.

Satz:  Sei f(t) eine stlickweise stetige, T—periodische Funktion.

T/2

f(t)gerade = ap = % / f(t)cos(kwt)dt A br=0
0

T/2
4
f(t)ungerade = ar=0 A bk:f/f(t)sin(kwt)dt
0
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11. Vorlesung
Beispiel:  Die Sdgezahnfunktion:
0 : t=0,t =27
St)=4 1
E(W—t) o 0<t<2n
Die Funktion ist ungerade, also gilt (beachte w = 1):
2 [m—t 1
ar=0 A by= ;/W2 sin(kt) dt = s
0
Damit lautet die Fourier—Reihe:
in(2t in(3t
S(t) ~sint + sin(2¢) + sin(3t) +
2 3
Approximation der Sdgezahnfunktion durch 10. Partialsumme
10 .
sin(kt)
S10(t) = Z k
k=1
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Beispiel:  Die Rechteckschwingung:
0 : t=0,t=mt=27
R(t) := 1 : 0<t<m

-1  7<t< 27

Die Funktion ist ungerade, also gilt:

ar = 0
2 T 0 k gerade
by = —/sin(kt)dt: 4
™ — k ungerade
0 km

Die Fourier—Reihe lautet daher:

R(t) ~ 4 (sint N sin(3t) N sin(bt) L
s 1 3 )
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Beispiel:  Sei f(t) = t2, —m < t < 7 mit 2r—periodischer Fortsetzung.

Die Funktion ist gerade, damit folgt
x 27

2
ap = — /t2 cos(kt) dt =

™
0 (-1

Damit ergibt sich als Fourier-Reihe

2 4cost  4cos(2t)




