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Andysisll 8. Vorlesung

Satz: (Konvergenzkriterien)

Sei f : [a,00) — R lokal integrierbar.

1) Das uneigentliche Integral | f(z) dx existiert genau dann, wenn gilt

]2 f(z) da

Z1

Ve>0:dC>a : Vz1,20 >C < €.

2) Ist das uneigentliche Integral absolut konvergent, d.h. das

uneigentliche Integral [ |f(z)| dz konvergiert, so konvergiert auch

7Of(3:) dx.
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Satz: (Konvergenzkriterien)
3) Majorantenkriterium

oo

Ve @ |f(x) <glx) A /g(m) dx  konvergent

a

= / f(x)dxz absolut konvergent

4) Weiter gilt folgende Umkehrung:

oo

Vo : 0<g(x) < f(z) A /g(:c) dr divergent

a

= /f(x)dm divergent
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Beispiele:

1) Das sogenannte Dirichlet-Integral

¢
/ﬂdt

ist konvergent:

/smtd __cost‘ /cost

und damit

22
t
/%dt <—+——|—/—dt ——>O (21 — 0)

Z1

Das Dirichlet—Integral besitzt den Wert 7 /2.
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Beispiele:
2) Das Exponentialintegral

Ei(z) := / e;dt (x < 0)

ist fur alle = < 0 absolut konvergent.
3) Die Gamma-FunktionI" : (0, c0) — R wird definiert durch

[(z) := /e_tﬁl’_1 dt
0

Die Gamma-Funktion erfillt die Funktionalgleichung
Iz +1) =2l(z) x>0

und es gilt
I'(n)=(n—-1)! Vn e N.
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8.6 Parameterabhangige Integrale

Beispiel: ~ Gamma-Funktion

INED ::/f(:c,t)dt:/e—ttf—ldt
0 0

Zunéachst:  Parameterabhdngige eigentliche Integrale
Sei f: 1 x[a,b] = R, I CR,sodass f fir festes « € I als Funktion von
y integrierbar uber [a, ] ist:

b
F(z) = / f() dy.

Fragen:

1) Ist die Funktion F'(x) stetig, wenn f(x,y) stetig ist?
2) Ist die Funktion F'(x) differenzierbar, wenn f(z,y) nach der
Variablen x differenzierbar ist?
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Satz: (Stetigkeit parameterabhangiger Integrale)
Ist f(x,y) stetig auf I x [a, b], so existiert das Integral
b
F(z) = /f(w,y) dy
firalle z € I, und F(x) ist stetig auf I.

Satz: (Differenzierbarkeit parameterabhangiger Integrale)

Ist f(x,y) stetig und nach x stetig (partiell) differenzierbar, so ist auch
F(x) auf dem Intervall stetig differenzierbar (mit eventuell einseitigen
Ableitungen an den Randern von 1), und es gilt:

b
F’(%)=/%(m,y)dy
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Beispiel:
1)

T

F(x) :]sin(tx) dt = F'(z) :/COS(tl‘) dt

1

1 ™
Ip(x) = — /cos(xsint—nt) dt (neZ)
s
0
: N
J,(x) = —— [ sint-sin(xsint —nt)dt
T

0

Die Bessel-Funktion J,, () erfiillt die Differentialgleichung

22y () + 2y (z) + (2 — n?)y(z) = 0.
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Parameterabhédngige uneigentliche Integrale:

F(z) = / f(y) dy

Beispiel:  Wieder die Gamma—Funktion

o0

[(z):= /e_ttx_l dt
0

Definition:

Das Integral [ f(z,y)dy, = € I heit gleichmaRig konvergent, falls es

a
zu € > 0 eine Konstante C' > a gibt, sodass gilt:

Y2
Veel : Vy,y >C : /f(w,y) dy < e.
Y1
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Bemerkung:  Majorantenkriterium:

oo

Voel o el <o) A [o)dy konvergent

= /f(x,y) dy, x €1 gleichm&Rig konvergent.
Das uneigentliche Integral
/ f(z,y)dy

konvergiert gleichméaRig (und absolut), falls f(x,y) eine gleichméRige
Majorante besitzt.
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Satz: Ist f(x,y) stetig, nach z stetig (partiell) differenzierbar und sind
die Integrale

/f(w,y)dy und /g—i(af,y}dy

auf kompakten Teilmengen von I gleichmaRg konvergent, so ist auch
F(x) stetig differenzierbar, und die Ableitung 1aft sich durch
Differentiation unter dem Integralzeichen gewinnen:

P = [ Ly

Beispiel:

oo oo

[(z) := /ett‘nl dt = T'(z):= /ettml ‘Intdt

0 0



