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Andysisll 5. Vorlesung

Kapitel 8: Integration

8.1 Das bestimmte Integral

Sei f : [a,b] — R eine beschrénkte Funktion auf einem (zunédchst)
kompakten Intervall [a, b].

Definition: 1) Eine Menge der Form
Z={a=xy<x1<...<zp =0}

nennt man eine Zerlegung (Partition, Unterteilung) des Intervalls [a, b].
Die Feinheit der Zerlegung ist dabei

1Z]| = 1??5”(% — Ti-1).

Man bezeichnet mit Z bzw. Z[a, b] die Menge aller Zerlegungen des
Intervalls [a, b).
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Definition: 2) Jede Summe der Form

n—1

Rp(Z):=> [ (i1 —x) (i <& < wipn)

1=0
nennt man eine Riemannsche Summe zur Zerlegung Z,

n—1

Up(Z) =" _inf f([xi, 2i41]) (@ig1 — 27)

=0
nennt man die Untersumme von f(z) zur Zerlegung Z,
n—1
0y(Z) := Z sup f([zi, it1]) (Tig1 — 4)
i=0

nennt man die Obersumme von f(x) zur Zerlegung Z.
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Beobachtung:
Aus den Definitionen folgt direkt:

1) Fir feste Zerlegungen gilt stets:

Us(Z) < R§(Z) < O5(2).

2) Ist Z; eine feinere Zerlegung als Z,, i.e. Zy C Z7, so gilt:

Up(Z2) <Up(Z1)  Of(Z1) < Of(Z2).
3) Fir zwei beliebige Zerlegungen Z; und Z; gilt daher:
Up(Z1) < O(Z2)

und
Up(Z2) < O0f(Z1).
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Konsequenzen:

1) Es existieren die Grenzwerte Uber immer feinere Zerlegungen:

/f(x)dq: = sup{U¢(Z) : Z € Z[a,b]} (Unterintegral)

/ f@)dz = inf{O;(Z) : Z € Z[a,b]}  (Oberintegral)

2) Eine Funktion f(z) heiflt (Riemann-) integrierbar tber [a, b], falls
Unter— und Oberintegral tUbereinstimmen:

b b b
[t = [ f@yiz = [ s

nennt man das (Riemann-) Integral von f(x) Uber [a, b].
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Beispiele: 1) Die konstante Funktion f(z) = ¢ ist integrierbar:

b

Ur(Z) Z (ziy1—x;) = c(b—a) = /f(a:)da::c(b—a).

1=0 a

2) Seif(z)==2,0<z<1lundZ,:={0,1 2 .. 1}

— i [(i+1 i 1 1
Uit = ;5( n>:§‘%

n—1 .
t+1 fe+1 2 1 1
Of(Z,) = — 1) =4+ =
#(Zn) — n (n n) 2 2n
1
1
= /f(x)dx = 3
0
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Beispiele:
3) Sei

1 : z2€[0,1]\Q
Dann gilt fur jede Zerlegung: Us(Z) =0, O¢(Z) = 1.

f(x){ 0 : z€[0,1]nQ

Also ist die Funktion nicht integrierbar.
4) Seia < c<bund f(z)gegeben durch

f(x){ 0 : z#c ‘

1 : z=c¢

b
Die Funktion ist integrierbar mit /f(:c)d:c = 0, denn

Uf(Z):O O<Of(Z)<2HZ||.
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Satz:  Seien f(x) und g(x) integrierbar auf [a, b]. Dann gelten:
1) f integrierbar auf [a,b] < Vc € [a,b] : f integrierbar auf [a, c] und
e, b].
Zusétzlich gilt:

/bf(:v) dx:/cf(m) dﬂc—l—/bf(x) dzx.

2) Linearitat: Auch af (x) + Bg(x) ist integrierbar:
b b b
[ (as@)+ 59@))dz = a [ f@)iz + 5 [ oz
3) Positivitat:
b
Voelab : flx) >0 = /f(x)da:ZO.

a
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Satz:  (Fortsetzung)

4) Abschéatzungen:

b

(b—a) wf(fla,b]) < /f@ﬂzé(hﬂnﬁwUMﬂ)

a

b

/ﬂmm < (b—a) sup{|f(x)| : a <z <b)

a

/bf(x)dx < /blf($)|d33

Bei der letzten Abschatzung mul? | f(x)| integrierbar sein.
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Bemerkungen:

1) Die erste Aussage gilt fuir beliebige Anordnungen von a, b, c.

Man definiert daher
b a
/ﬂ@m:—/ﬂmm
a b

j f(z)dz =0

sowie

2) Ist f(x) integrierbar, so gilt stets

Ry(Z) — /f(a;)dx

a

sofern || Z,,|| — 0 fir m — oo.
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8.2 Kriterien fur Integrierbarkeit

Satz: (Riemannsches Kriterium)
Fir eine beschrankte Funktion f(x),a < x < b, sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1) f(=) ist integrierbar tber [a, b].
2) Ve>0:3Z€Zla,b] : O52)-Us(2) <e.

Satz:
Sei f : [a,b] — R eine beschrénkte Funktion. Dann gilt:

1) Ist f(x) monoton, so ist f(x) integrierbar.

2) Ist f(x) stetig, so ist f(z) integrierbar.
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Beweis zu 2):
Die Funktion ist stetig auf [a, b], also auch gleichmaRig stetig, da [a, b]
kompakt.
Seie > 0und é > 0 passend, so dass
g
2=yl <d = @) = fW) <

Dann gilt fur eine Zerlegung Z mit || Z|| < o:

n—1
0r(2) - Up(Z) = (Sup flzj, xj41] — inf flz;, fL“j+1]> (zj41 — ;)

j=0

\
—

n

< (bfa>'(xj+1_xj):5

<
I
o

Nach dem Riemannschen Kriterium ist damit f(x) integrierbar.
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Satz: Seien f, g : [a,b] — R integrierbare Funktionen. Dann gelten:

1) Das Produkt f(x) - g(x) ist integrierbar.

2) Gilt g(z) > C > 0, so ist der Quotient % integrierbar.
3) Die folgenden Funktionen sind integrierbar:
[fl(2) = |f(2)]
f@) + flx)=0
fr) =
0 f(z) <0
0 f(x) >0
fo(x) =
—flx) : f(z) <0
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Beweis zu 1):  Ruckfuhrung auf Riemannsches Kriterium:
Sei Z € Z|a, ] eine feste Zerlegung. Dann gilt:

n—1

Opg—Usrg=Y (Sup(f'g)[%‘afﬂj+1]—inf(f'g)[xj»$j+1]>(fﬂj+1—$j)-

j=0
Man berechnet:

sj = sup(f-g)xj,xjs1] —inf(f - g)[x;, ¥j41]

= sup |f(z)g(z) — f(y)g(y)]
= sup |f(z)g(z) — f(x)g(y) + f(2)g(y) — f(¥)9(y)]

< [l flleo Sup l9(z) = 9(W)| + |9/l Sup [f(z) = f(y)]

Wir erhalten also die Abschéatzung

Ofg = Usg < fllco - (Og = Ug) + ll9lloc - (O = Uy).

13

14
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Frage: Stetige Funktionen sind integrierbar. Was ist mit
Funktionen mit Unstetigkeitstellen?

Insbesondere: stiickweise stetige Funktionen

Satz:  Eine beschrankte Funktion f : [a, b] — R ist genau dann

(Riemann)—integrierbar, falls die Menge Unst( f) ihrer
Unstetigkeitsstellen eine so genannte Lebesgue-Nullmenge ist, d.h., falls

gilt:
Ve>0: 3 [ai,bi]ieN :
Unst(f) € | J(ai,bi) A > (bi—a;i) <e
=1 =1
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8.3 Hauptsatz und Anwendungen
Definition:

Gegeben seien Funktionen F, f : [a,b] — R. Ist F'(z) differenzierbar auf
[a, b], und gilt: F'(x) = f(x), a <z < b, so heildt

F(x) eine Stammfunktion von f(x).
Bemerkung:

1) Ist F'(z) eine Stammfunktion von f(x), so sind auch alle Funktionen
der Form
F(x)=F(z)+c

mit einer Konstanten ¢ € R Stammfunktionen von f(x).

2) Sind Fy(z) und F>(x) Stammfunktionen von f(z), so ist die
Funktion F(x) — F5(x) konstant.
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Satz: (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung)
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion.

1) Die Funktion
F(z):= /f(t)dt
ist eine Stammfunktion von f(z).

2) Ist F'(x) eine Stammfunktion von f(x), so gilt
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Beweis:  Teil 1): Wir missen zeigen, dass

Sei h # 050, dass =,z + h € [a, b]. Dann gilt:

z+h x z+h
FFan = Fa)—f@)| = o [ swa- [roa- [ @
1 x+h
- & !&ﬂw—f@»a

IN

sup{£(5) — ()| < |t — ] < h At € [a,b])
— 0 (h — 0),

da die Funktion f(z) stetig ist.
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Beweis:  Teil 2): Nach der Bemerkung und Teil 1) gilt
F(x) = /f(t)dt +C (C = Konstante).

Daraus folgt

F(b):/f(t)dt+0, F(a):/f(t)dt+0
a

=0

und wir erhalten
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Bemerkungen:

1) Teil 1) des Hauptsatzes gilt auch fiir stlickweise stetige Funktionen
f(x). An den Unstetigkeitsstellen ist die Stammfunktion allerdings
nur

einseitig differenzierbar

und
F'(x7) = lim f(¢) F'(z%) = lim f(¢).

t—x— t—axt

2) Eine beliebige Stammfunktion einer Funktion f(x) nennt man auch
das unbestimmte Integral
von f(x) und schreibt

F:/f(x)dx.

Die Funktion F'ist dann nur bis auf eine Konstante eindeutig
bestimmt.
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Beispiele:

/x"dac
1
/—d:c
T
/sinxd:z:
/COS.’Ed{E
1
/1+x2 dx
1
/1—:1;2 dx
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21

Wir bezeichnen mit C stets die Integrationskonstante:

1
n+1 _
n—l—lx e (n#-1)
In|z|+C (x #0)
—cosx +C
sinx + C

arctanx + C

1
—In

2

1+z
1—=z

+C.



