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Singularitaten und ihre Residuen



Charakterisierung isolierter Singularitaten

Sei zp eine isolierte Singularitat einer analytischen Funktion f. Dann gilt:

2o ist genau dann , wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt
ist:

f istaufeinem Ring R{(zo) firein r >0 beschrankt.
lim f(z) existiert.

zZ—r2z0

lim (z — 29)f(2) = 0.

zZ—r2z0

2o ist genau dann ein , wenn lim |f(z)| = oc.
Z—r20

2o ist genau dann ein ,wenn h(z) := (z — z0)"f(z) in
20 eine hebbare Singularitat hat und h(zp) # 0 gilt.
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Zum komplexen L'Hospital

Es seien
f,g analytisch,
f(2z0) = g(20) = 0 und ¢'(20) # 0.

Dann gilt in einer Umgebung von z, fur z # zg:

flz) Dm0 An(z — 20)" _ D1 an(2 — 20)"
9(2) e bn(2 — 20)" > o1 bn(z = 20)"

a1+ Y0y an(z — 20)" ! a1 f'(20)

3 - .
b1 + ZnZQ bn(Z — Z())nf1 b1 g/(Zo)

. n " mscz) ) ~
Beispiel: lim sin(z) = g L, sw@V. o —~ casla) = .
——  z—0 z " a0 2 250




Das Residuum

Sei zy eine isolierte Singularitat einer analytischen Funktion f. Fur ein
r > 0 konvergiere die Laurent-Reihe von f um z; in R{(zo).
Dann nennen wir den Koeffizienten

Res(f,z0) == c-1 = 3 /%dz

der zugehorigen Laurent-Reihe

[e.9]

flz)= Z en(z —20)", 0<|z—2]| <,

n=—oo

das von f bei z.



Berechnung von Residuen

Hat f bei z, einen einfachen Pol, so gilt

Res(f,z0) = lim (z — 20) f(2).

Z—r20

Hat f bei 2z, einen Pol der Ordnung m > 2, so gilt

d(m-1 [<z (—ﬁ?i@] ,

Res(f,z9) = lim

2=z dz(m—1)
Ist f(z) = ——= mitanalytischen p,q, sodass q(z9) =0, ¢'(20) # 0, so

p(20)

Res(f,z0) = 7o)
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2. Der Residuensatz



Die Umlaufzahl: Uml(zo;T") = # positive Umlaufe — # negative Umlaufe

Wy vy
ol (2q ) = 4 @ Wl (2, 1) = 2
@ M (lJ,W)-' -(

Uullz,,n) =0

Wl (2, 1) = O
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vy | Ul e ) = 2
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Ul (24,0)=-2 |




Der Residuensatz

Es sei
G ein einfach zusammenhangendes Gebiet, z,...,zxy Punktein G;
f auf G\ {z,...,2n} analytisch;

I' geschlossene Kurve in G, die alle z; jeweils mit Umlaufzahl
Uml(T, z) umlauft.

Dann gilt

/ = 2mi Z Uml ) - Res(f, zi).
r
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Anwendungen des Residuenkalkuls



Reelle Integrale

Es sei
p(2)

f(z) = @7
deg(q) > deg(p) +2,

205---5,2m € C\ R: Nullstellen von gq.

p,q : Polynome mit reellen Koeffizienten und

Dann gilt
/ f(z)dz = 2mi- Z Res(f, zi).

Im(zk)>0
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Beispiel: f(z) =

. . 2 1
Singularitaten: z; = exp <i- M) , k=0,...,5.

6
20 = ei-7r/6’ 2 = ei'7T/2’ 29 = ei-57r/6
2y = @ TT/6 LG9S G in/6
Residuen:
1 1 . —5(2k+ )7
Res(f, zx) = 65 . = 6exp <1 e )
1 . [+ 62k+ )7
= —exp|i- —
6 6 6

el B3 ) -



Singularitaten mit positivem Imaginarteil:

20 = el.7r/6’ 2 = e1~7r/27 29 = 61-571'/6.

[ty de = o (Res(f20) + Restf) + Res( 2)

g —% . (ei'ﬂl/6 + ei'ﬂ'/2 + 61571'/6)

i [ V3+i —V3+i\ 2
:_m<¢+ﬂ+i+'£+j "
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Komplexe Partialbruchzerlegung

Zur Erinnerung: Fir ein analytisches f mit Singularitat bei z; nennen wir in
der Laurent-Reihe

oo

fz2) = Y ealz—20)"

n=—oo

den Teil |

hy(z20) = Y cnlz = 20)"

n=—oo

den der Reihe.



Komplexe Partialbruchzerlegung

Es sei
_ p(2) :
f(z) = W)’ p, ¢ Polynome mit deg(q) > deg(p).
qlz
20, --.,2m; Nullstellen von gq.
Dann gilt:

f(2) =hg(z:20) + -+ + hy(z;2m).
Ist 2, ein einfacher Pol, so ist

Res(f, z
hy(za,) = ———= (_kak).



1
(z =1)%(* = 1)

Beispiel: f(z) =

Singularitaten: 2, =i (doppelter Pol), 22 = +1 (einfache Pole)

Residuen: Res(f,1) = —%, Res(f,1) = i, Res(f,—1) = i,



Hauptteile: hy(z;1) =

hy(z;—1) =

4(z = 1) 4(z+1)

Fur zo =1 betrachte die Taylor-Reihe von ¢(z) =

9(2) = gi)rg' (i) 4 ... = —op 2

Damit

Zusammen:
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