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1.1. Singularitäten und ihre Residuen



Charakterisierung isolierter Singularitäten

Sei z0 eine isolierte Singularität einer analytischen Funktion f . Dann gilt:

•• z0 ist genau dann hebbar, wenn eine der folgenden Bedingungen erfüllt
ist:
▶ f ist auf einem Ring Rr

0
(z0) für ein r > 0 beschränkt.

▶ lim
z→z0

f(z) existiert.
▶ lim

z→z0

(z − z0)f(z) = 0.

•• z0 ist genau dann ein Pol, wenn lim
z→z0

|f(z)| = ∞.

•• z0 ist genau dann ein Pol der Ordnungm, wenn h(z) := (z − z0)
mf(z) in

z0 eine hebbare Singularität hat und h(z0) ̸= 0 gilt.



Beispiel: f(z) =
1

z2(z − i)

Beispiel: f(z) = exp

(

1

z

)

, zn = 1/n, z̃n = −i/n, n ∈ N



Zum komplexen L’Hospital

Es seien

•• f, g analytisch,

•• f(z0) = g(z0) = 0 und g′(z0) ̸= 0.

Dann gilt in einer Umgebung von z0 für z ̸= z0:

f(z)

g(z)
=

∑

∞

n=0 an(z − z0)
n

∑

∞

n=0 bn(z − z0)n
=

∑

∞

n=1 an(z − z0)
n

∑

∞

n=1 bn(z − z0)n

=
a1 +

∑

∞

n=2 an(z − z0)
n−1

b1 +
∑

∞

n=2 bn(z − z0)n−1
−→ a1

b1
=

f ′(z0)

g′(z0)

Beispiel: lim
z→0

sin(z)

z



Das Residuum

Sei z0 eine isolierte Singularität einer analytischen Funktion f . Für ein
r > 0 konvergiere die Laurent-Reihe von f um z0 in Rr

0(z0).
Dann nennen wir den Koe�zienten

Res(f, z0) := c−1 =
1

2πi

∫

Γ

f(z)

z − z0
dz

der zugehörigen Laurent-Reihe

f(z) =

∞
∑

n=−∞

cn(z − z0)
n, 0 < |z − z0| < r,

das Residuum von f bei z0.



Berechnung von Residuen

•• Hat f bei z0 einen einfachen Pol, so gilt

Res(f, z0) = lim
z→z0

(z − z0)f(z).

•• Hat f bei z0 einen Pol der Ordnung m ≥ 2, so gilt

Res(f, z0) = lim
z→z0

d(m−1)

dz(m−1)

[

(z − z0)
mf(z)

(m− 1)!

]

.

•• Ist f(z) =
p(z)

q(z)
mit analytischen p, q, sodass q(z0) = 0, q′(z0) ̸= 0, so

ist
Res(f, z0) =

p(z0)

q′(z0)
.



Beispiel: f(z) =
ez

(z − i)z2
.

Beispiel: f(z) =
2z3 + 3z2 + 2z + 1

z4 + z3



Beispiel: f(z) =
1

z2 + 2z + 2



Beispiel: f(z) =
sin(z)

z(z2 + 1)



2.2. Der Residuensatz



Die Umlaufzahl: Uml(z0; Γ) = # positive Umläufe − # negative Umläufe





Der Residuensatz

Es sei

•• G ein einfach zusammenhängendes Gebiet, z1, . . . , zN Punkte in G;

•• f auf G \ {z1, . . . , zN} analytisch;

•• Γ geschlossene Kurve in G, die alle zk jeweils mit Umlaufzahl
Uml(Γ, zk) umläuft.

Dann gilt

∫

Γ
f(z) dz = 2πi

N
∑

k=1

Uml(Γ, zk) · Res(f, zk).



Beispiel: f(z) =
2z3 + 3z2 + 2z + 1

z4 + z3
, Γ = ∂Bπ/2(0)

Beispiel: f(z) =
1

z2 + 2z + 2
, Γ = ∂B2(0)



Beispiel: f(z) =
sin(z)

z(z2 + 1)
, Γ = ∂B1/2(i)



f(z) =
1

(z + 1)(z − i)(z + i)



3.3. Anwendungen des Residuenkalküls



Reelle Integrale

Es sei

•• f(z) =
p(z)

q(z)
, p, q : Polynome mit reellen Koe�zienten und

deg(q) ≥ deg(p) + 2,

•• z0, . . . , zm ∈ C \ R: Nullstellen von q.

Dann gilt
∫

∞

−∞

f(x) dx = 2πi ·
∑

Im(zk)>0

Res(f, zk).





Beispiel: f(z) =
1

z6 + 1

Singularitäten: zk = exp

(

i · (2k + 1)π

6

)

, k = 0, . . . , 5.

z0 = ei·π/6, z1 = ei·π/2, z2 = ei·5π/6

z3 = ei·7π/6, z4 = ei·9π/6, z5 = ei·11π/6

Residuen:

Res(f, zk) =
1

6z5

∣

∣

∣

∣

z=zk

=
1

6
exp

(

i · −5(2k + 1)π

6

)

=
1

6
exp

(

i ·
[

(2k + 1)π

6
− 6(2k + 1)π

6

])

=
1

6
exp

(

i ·
[

(2k + 1)π

6
− π

])

= −zk
6



Singularitäten mit positivem Imaginärteil:
z0 = ei·π/6, z1 = ei·π/2, z2 = ei·5π/6.

∫

∞

−∞

1

x6 + 1
dx = 2πi · (Res(f, z0) + Res(f, z1) + Res(f, z2))

= −πi

3
·
(

ei·π/6 + ei·π/2 + ei·5π/6
)

= −πi

3
·
(√

3 + i

2
+ i +

−
√
3 + i

2

)

=
2π

3
.



Komplexe Partialbruchzerlegung

Zur Erinnerung: Für ein analytisches f mit Singularität bei z0 nennen wir in
der Laurent-Reihe

f(z) =

∞
∑

n=−∞

cn(z − z0)
n

den Teil

hf (z; z0) =

−1
∑

n=−∞

cn(z − z0)
n

den Hauptteil der Reihe.



Komplexe Partialbruchzerlegung

Es sei

•• f(z) =
p(z)

q(z)
, p, q Polynome mit deg(q) > deg(p).

•• z0, . . . , zm; Nullstellen von q.

Dann gilt:
f(z) = hf (z; z0) + · · · + hf (z; zm).

Ist zk ein einfacher Pol, so ist

hf (z; zk) =
Res(f, zk)

z − zk
.



Beispiel: f(z) =
1

(z − i)2(z2 − 1)

Singularitäten: z0 = i (doppelter Pol), z1,2 = ±1 (einfache Pole)

Residuen: Res(f, i) = − i

2
, Res(f, 1) =

i

4
, Res(f,−1) =

i

4
.



Hauptteile: hf (z; 1) =
i

4(z − 1)
, hf (z;−1) =

i

4(z + 1)

Für z0 = i betrachte die Taylor-Reihe von g(z) =
1

z2 − 1
um z0 = i:

g(z) = g(i)+g′(i)(z−i) + . . . = −1

2
+

−2z

(z2 − 1)2

∣

∣

∣

∣

z=i

(z−i)+. . . = −1

2
− i

2
(z−i)+. . .

Damit
hf (z; i) = − 1

2(z − i)
− i

2(z − i)2
.

Zusammen:

f(z) = − 1

2(z − i)
− i

2(z − i)2
+

i

4(z − 1)
+

i

4(z + 1)
.
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