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1 @ Taylor-Reihen







Taylor-Reihen G

Es seien (e

® G C C ein Gebiet, z e G, Ta- Xg\%ﬂ' S‘(%o) (2 - 2)
® f:G — C analytisch. 4 %_ Sl\(%o) (2 _%f i
Dann heift
£ = o Iy
n=0 ’

die Taylor-Reihe von f zum Entwicklungspunkt z.

Sie konvergiert auf dem grofSten Kreis um z,, derin G enthalten ist.











































































































































































































































































































Die Koeffizienten der Taylor-Reihe

Ist f in elner Umgebung von z, analytisch und hat dort die Darstellung Q

ch z—20)" sogilt
o

(n)
Cn = fn('ZO), furalle n € Np.

Ist T' eine einfach geschlossene Kurve in G, die 2, in positive Richtung
umlauft, so gilt

Cp —

1 / fz) . Coweley
2mi Jp (2 — 20)" 1! \M_\_Q%QQA’\M

xrowwe)k











































































































































Die Reihe und ihr Konvergenzbereich hangen vom Entwicklungspunkt ab.

- 1 “- Zy
Beispiel: f(z) = (z+1)2 = (24N 2

I - = (2
4“\3— ¢ 2
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,gk\lﬁ &Q (M-J—D.
29 = 0: _t\"(\(,)\ s N ()

_g (21 = % (_J}M\M'i-—t\‘_ ZM ( 1214,
M=o
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Taylor-Reihen liber die Ableitungen zu berechnen ist oft sehr aufwandig.

Beispiel: f(z) = cos?(z) f(2) = (1 + cos(22))
f'(2) = cos(z) sin(z) '(2) = —sin(22)
P (2) = 2sin(z)? — 2 cos(z)? FP(2) = —2cos(22)
73 (2) = 8 cos(z) sin(2) 7O (2) = 4sin(22)
W (2) = 8cos(z)? — 8sin(z)? FD(2) = 8cos(22)
f<5>(z) —32 cos(z) sin(z) FO)(2) = —16sin(22)
©)(2) = 32sin(z)? — 32 cos(z)? FO)(z) = —32cos(22)
Taylor-Reihe zum Entwicklungspunkt zo = 0:
n2 (2n— 1)

_1+Z

2n



Oft helfen reelle Taylor-Reihen weiter.

Ist zo reell und eine Reihenentwicklung der reellen Funktion bekannt,

konnen wir in einer Umgebung von z, die reelle Reihe verwenden. o) o0
. . : = (—1)"
Beispiel: Fiir z ¢ R gilt cos(z) = nz_;) ((273! z2n
"
@n)!~

n

NE

Im Komplexen: cos(z) =

n=0
cos analytischaufganz C = die Reihendarstellung gilt fur alle z € C.

L1 _ A A
Damit: 5(1+COS(2Z)) - "7:'\_ 1 \q_v\)\ \1
e O

i ?_\A" AN

= ZLA) .2

=4 (zv\)(















































































































































































































































































































































































Einige nutzliche Reihen

® ¢f = Zy’ ze€C
W =0
e In(z) = i (_1>n(z 1" lz—1| <1
n=1 n ’
- - (_1>n 2n
® cos(z) = Z (2n)!z , zeC
n=0
. o - (_1)11 2n+1
[ SIH(Z) = Zmz y zeC 2u4h
n=0 oo Y o 2
1 Ao 2 ZK—%): L
. . ) s —2y - - - PR TON
Beispiel: sinh(z) = 5(e —e7) = ;_kzeu\' e i m=0



















































































































































































































































































2. Laurent-Reihen



Etwas Notation zum Thema Ringe

Fir 0 < ri < r9 <oo und zy € C bezeichnen wir den offener

zo mit Innenradius r; und AuBenradius ro mit
R2(20) = {z€C | r1 <|z— 2] <1

Fiir r =0 ist
Ry*(20) = Bry(20) \ {20}

die offene Kreisscheibe um 2z, mit Radius r, ohne den Mittelpunkt.

Fur ro = oo ist

R (20) = C\ By, (20)

alles aulRerhalb der abgeschlossenen Kreisscheibe um z; mit Radius ;.



















































Die Laurent-Reihe c.
gb\___ oy ¢ X ,_A_ —\—CQ-FQAK'E“?-Q)

2
(272 (2-2) +c2Q2 —?:C,)t y oo

Es seien
29 € C, 0<r <re <oo,
f analytisch im Ring R = R}2(2),
I' C R eine Kurve, die B, (z9) einmal im positiven Sinne umlauft.

Dann hat f fiir 2 € R die Darstellung

fo) = 3 ez )" @ N
. Ve
mit
Cp = 1 Ldz, n € Z.

" 2w Jr (2 — 20)"

Diese Reihe heift von f zum Entwicklungspunkt z.















































































































































































































































































































































































































Bemerkungen zur Laurent-Reihe

Die Laurent-Reihe ist in jedem Ring R eindeutig, d.h.

fz) = > enlz—z)"  fiiralle zeR
_ 1 f(z)
= Cp = 27‘(‘j/F (z—zo)n+1 dz, ne€Z.

Ist f in B,,(z0) analytisch, so ist die Laurent-Reihe gleich der
Taylor-Reihe, d.h.

£ (20)

n!

c, =0 fir n<0 und Cn = fuir n>0.

Meistens mochten wir die Koeffizienten nicht tiber die Integraldarstellung
berechnen.



Wir suchen die groBten Ringe, in denen f analytisch ist.

z
e
3i

Beispiel: f(z) = ' _ ?
— (23 4+ 42)(z — 3 — 3i) 2 /4>\'L
?’A x|
./

Es gibt drei Ringe, in denen wir jeweils eine Laurent-
Reihe zu 2, = 0 erhalten. -

e B e e
bev - e
S\VY\A\C‘Q’\\-&%&A be, 2 50"2:2\3——_2?‘ 2, = S
2 azieVis 2 \2\> {5

(V’l-.' o\ < l TZ_Z'-



































































































































































































































































































































































































































































































































































































L : . - 1
Der Trick mit der geometrischen Reihe: [¢| <1 = ) ¢" = —

n=0 1_q
. . 1 . 5i -
Beispiel:: f(z) = o 20=2+1 IR
. , 2 -2y g
Fur |z —(2+1)] < 2 \ > \ (4 2 @
A 4 - A /’A’/ 0 °
— "E'A—\-w_—,\,@‘) LN
2 -t 2 —(2+) + 2 z e
\__\’_/
?,.
’UH—A f'/‘

Y
o= 3 -\
= jii‘ ‘\-‘ ) =

T3

=i \%_) (2 —\2+‘\))

Toy loc —-Q&CLQ











































































































































































































































































































































































































































































































































































































































. . M M = 1 —
Der Trick mit der geometrischen Reihe: ¢ <1 = > ¢" =

n=0 1_q
. . 1 . ST
Beispiel: :  f(z) = —, 2 =2+i J 1 ?
2 ! -
Far |Z—(2—|—1)| > 2: \/ \ < /( 2
2- (247) |
A A . _/_"__ 0 -
A . T e A - (22 LN 7
2 2-lsl) t2 2" e-ny 0o
?— \"V
qr )
cf ~ 6? ~ (14
RO \;7:/_\\= S (A2 (k)
= - \ =9
2 -\24) =0 = “ iy

. E (_4)0”47_—(“”) &%—\?_H))

mas=-



































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Partialbruchzerlegung und weitere Tricks » &
Beispiel: 1 111 e N3
eispiel: f(z)zz3_22:z_1—;—z—2, 20 —1.0 2. .
e R Oclzral <A R
) & z+e“(h
A A A A = - = 3 -2 -1 0 1 2 3
s T2 Z—E; \7)
5-A @02 = Toqloe: o,
i o
- 5 -B) @ Cu=-\z) -1
Oe M:d
A —
A = 2 +4
2 4-&An) Zo( )
oe “ .
flq
A (A Nl S e
— 7 hr \A-(24D] A2 - arz A
T -k

- -

4
Yl (234)
=z O



























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Partialbruchzerlegung und weitere Tricks » &
l 2
. . 1 1 11 i 2
Beispiel: f(z) = e R B L 2 =—1 .
12"2,: A <\1‘.+"\ <2 ;i
e ,l4+‘{ ~ -3 -2 -1 0 1 2 3
A - > - K%) Q+4)M (Q'e \D”L%)
2-A m=©
G - (mt1)
&= .
A AL :_j_zv_\d‘z—ztw)
_— = = A 25A =
A -2+ ) A Ao T e T e
=L
A ,_z (wnk%“)




































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Partialbruchzerlegung und weitere Tricks

1 1 1

M f(Z): 3 = - — 5

23 —22 2-1 =z

1

22’
















Wir sollten bekannte Reihen und Terme in der richtigen Form ausnutzen.

In(z)

)"

w“m

(-4

—_—

wnm+ T

Beispiel: f(z) = Go1 20 =1, 0<l|z—1<1.
oo " )
A L-—*f) 1A N
P - 2= ) - 2
-4 m=4 M= A

P
et sclhon C;Q‘
oke mzc&"-:ae -

Mz-A

(2-1)

(2 -4)

&

an































































































































































































































































































































































































































































































3. Isolierte Singularitaten



Charakterisierung von Singularitaten durch Laurent-Reihen
e,
Eine analytische Funktion f besitztin zy € C eine
, falls f in R{(zp) furein r >0 definiertist, aber nichtin z,.
Eine isolierte Singularitat heift
, falls in der Laurent-Reihe alle Koeffizienten ¢, mit n < 0
verschwinden;

, falls in der Laurent-Reihe nur endlich viele
Koeffizienten ¢,, mit n < 0 von Null verschieden sind und —m die kleinste
Zahlist mit c_,, # 0.

, falls in der Laurent-Reihe unendlich viele Koeffizienten ¢,, mit
n < 0 von Null verschieden sind.























Eine hebbare Singularitat

3t
. er—1 i
Beispiel: f(z) = — 20=0 72*
S
1+
e _\
4 = ‘ | |
—S)b\= ’i'K—M“ 2 M\,\ 2 1 0 1
m=9 z
A (da] :L\‘\ &2 A -A
a4 M= A a

E‘A‘oobge,w\—ex/\,



















































































































































































































































































































































































































Eine hebbare Singularitat

Beispiel: f(z) = ~ A= 0
w“
1 b O T
X\ \R\ = 2 Z L2 =
= o
&= A au-4
- = 2

50 : : :
8 L
=
B0
z ﬁ
()
-50 ‘ ‘ ‘
-1 -0.5 0 0.5 1
= A = S >
c N ‘ Co L‘*
M« -4

=) Pol  esho OroAMw\A be;  =0.























































































































































































































































































































































































































































Eine wesentliche Singularitat

1

Beispiel: f(z) = cos (;) , 20=0

G M 20
lo- 2 5 %)

=9

o (0" 2y

(G0N
=9

0.5¢

cos(1/x)

-0.5p

-0.5 0.5

UMQMOLL\Q}\ wele
Meaq}‘\ua ' KVOO"‘-Q*«A'&M.
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