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Zur Erinnerung: Ableitungen in R
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Essei D CR? offen, (z0,50)" € D, sowie f:D —R? f (y) - (fz(%y))

Dannist f in (xq,y0)" , falls eine Matrix
A € R?*2 und eine Funktion ® : D — R? existieren, mit
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Zur Erinnerung: Ableitungen in R

Wenn f in (zg,y0) differenzierbar ist, ist A gegeben durch die
Jacobi-Matrix.
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Wenn die Komponenten f;, fo von fin (zg,y0) stetig partiell
differenzierbar sind, dannist f in (zo,y0)" total differenzierbar.



Ableitungen in C.

Essei D c C offen, zp € D,sowie f:D — C, f(z)=u(z,y)+iv(x,y),
fur z = z + iy.

Dannist f in 2z , falls eine komplexe Zahl
a € C und eine Funktion ® : D — C existieren, mit (
a-{ (2,

f(z2) = f(z20) + a-[z=2] + @(2)

und
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Wir brauchen starkere Bedingungen an « und wv.

Hier reicht es
Zusatzlich missen die

, wenn u und v stetig partiell differenzierbar sind.

erfullt sein:
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Es gilt: f = u +iv, mit u,v stetig partiell differenzierbar, ist genau dann in
2o (komplex) differenzierbar, wenn die Cauchy-Riemann
Differentialgleichungen in 2, erfillt sind.

In diesem Fall ist die komplexe Ableitung gegeben durch

f(z0) = ug(zo,y0) +1- va(z0,y0)-



C-lineare Abbildungen sind strenger als R-lineare Abbildungen in R2.

Ist @ = f’(z0) € C, bedeutet a -z eine Drehstreckung.

Eine Drehstreckung in R? hat die Form
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Die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen sagen, dass die Jacobi-Matrix

der Abbildung <x> > (u(x’y)) eine Drehstreckung in R? beschreibt:
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Beispiel: f(z) =In(z) (Hauptzweig), z=x+iy mit z>0.

f(z) = In(|z]) +iarg(z) = In (W) +iarctan (%)
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Beispiel: f(z) = Re(2) -Im(z) = *Y T ,_3‘5 ) -2:7<+i7
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Cauchy-Riemann Differentialgleichungen in Polarkoordinaten

Ist 2z =rpe'?, 179 >0 inPolarkoordinaten gegebenund f:C — C,
f(rei“") = u(r,p) + i-v(r, @)
so lauten die
ur (1o, o) = :O%(m ©0), up(ro, o) = —rovr(ro, Po)-
Ist f in zy differenzierbar, so gilt

F'(20) = €% (u,(ro, o) + ivr(r0, ¢0)) -



Beispiel: f(z) = 2%, keZ, 2 # 0.

f(z) = ke = rkcos(kp) + i-r¥sin(kyp).

ur(r, ) = krf=1 cos(k) Uy (r, @) = —krF sin(ky) = 1%
v (1, 0) = krF=Lsin(ky) vy (1, ) = kr¥ cos(kep) Uy = —10, 4
— .

f(2) = e (up(r, @) + i-vp(r,@)) = ¥ (k:rkil cos(ky) + i krkt sin(kgp))
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Analytische Funktionen



Ein paar Vokabeln zum Thema analytische Funlktionen Ueowe
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@ Ein Gebiet G c C isteine offene und stammenhangende Teilmenge.

Je nach Kontext fassen wir G manchmal aus Teilmenge von R? auf.

@ Eine Funktion f: G — C heifit analytisch oder holomorph auf einem
Gebiet G, falls f injedem Punkt z € G komplex differenzierbar ist.

@ Eine Funktion f: G — C heift harmonisch auf einem Gebiet G, falls
f injedem Punkt z € G die Laplace-Gleichung Af =0 erfullt ist.

Ai\e’ Qﬂxx * jy\z



Real- und Imaginarteil analytischer Funktionen sind harmonisch.

Es seien
D c C ein Gebiet;
f:D — C analytisch, f(z) =u(x,y) +iv(z,y), fur z=x+1iy € D;

u, v zweimal stetig differenzierbar. Sl von
Dann gilt: Camohe - Schesux Mgy = Vyx
L ietmemn
Au = Ugy +Uyy = (Vy)z + (—Vz)y = Vay — Uzy =0,

und analog Av =0.



Konjugiert harmonische Funktionen

Sei G ein Gebiet und u harmonisch auf G. Dann gibt es eine auf
G harmonische Funktion v, sodass f =u+iv auf G analytisch ist. Wir
nennen v diezu u Funktion.

Zu einem gegebenen harmonischen u finden wir die zugehorigen konjugiert
harmonischen Funktionen, indem wir das aus den Cauchy-Riemann

Differentialgleichungen entstehende Potentialproblem losen. D.h. wir finden
ein v mit

Uft(xay) = —uy(x,y), Uy(-rvy) :uw(way)'
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Beispiel: u(x,y) = 2° —32y% + o Fehfou sein.

AU = 6%—6‘& =Oo
KOMJ‘u%iv\ tomomiscbes L -
(S >I ~U = 6’)(\{ =) wC\‘oﬂ: 3)(2\[ 4 k(\{)
SXL\‘.‘.k'() ;& = 238ty D [AC"\--K\! 24 1
vy = ) X b 2 ey] =~ A<, cch
=) wlxy) = 3%47 "134“!"LC = - (XS-Sx‘f“‘)'“ ('\/ *5"7*\’")

R
TFae ¢c=o0- ﬁ(zl =T 42



30 Konforme Abbildungen



sind und
lassen sich durch ihre Ableitung charakterisieren.

Eine Abbildung f: D c C — W C C, unter der alle Winkel (inklusive deren
Orientierung) erhalten bleiben, nennt man bzw.

Eine analytische Funktion f: D — W, istin jedem Punkt 2y € D mit
f'(z0) # 0 konform.

Sei f:D — W inzy € D konform. Weiterhin seien Real- und Imaginarteil
u(z) undv(z) von f=wu+iv ineiner Umgebungvon z, stetig
differenzierbar. Dann ist f komplex differenzierbar mit f(z) # 0.



Beispiel: f(:) =22 , ['=22 ¢ L ado ol [b 24,
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Gebietstransformationen durch konforme Abbildungen

Beispiel: 7(z) = 3z ;;5 Gi = iR,  G2={z€C | Re(z) = -5}
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Konstruktion geeigneter Transformationen

Beispiel: Bilde

D={z=a2+iyecC | y>0, 2*+y*<1}
durch ein Mobius-Transformation ab auf

Q={w=u+iveC | u>0, v>0}
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Losung der Laplace-Gleichung

Beispiel: Dirichlet-Problem fiir die Laplace-Gleichung:

Af(z,y) =0 fir y>0 und 22+ &<1,
f(z,0)=0 fur xze(-1,1), und y=0,
flz,y) =1 fir y>0 und 22+42=1.

Losungsstrategie:
Transformiere auf ein ,einfacheres” Gebiet;
Lose die Gleichung in dem einfacheren Gebiet;

Transformiere die Losung zuriick.



Transformation auf ein einfacheres Gebiet

Wir haben eben schon gesehen: Die Halblgeisscheibe
>
D={z=2+iyecC | z€(-1,1), 2?+y*><1}

wird durch die Mobius-Transformation 7'(z) = (1+2)/(1—2) konform auf
den Quadranten

Q={w=ut+iveC|u>0, v>0} = {w:rei‘PEC | >0, S06(0’g>}

abgebildet.



Losung auf dem einfacheren Gebiet

1 8%
Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten: /8%//812 o2

— uahdi il v« ok
Randdaten: g¢(r,0) =0,  g(r,m/2)=1. <. he Of
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Losung:  g(r,¢) = —p = ;arctan (a)



Rucktransformation der Losung

Mit
() = l+z  l4a+iy  1—a?—y*+2iy
T T Tl ey T -2+ y?
und
1_x2_y2 2y
u(z,y) = Re(w(z)) = ma v(z,y) = Im(w(z)) (1—2)2— 2
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