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Der komplexe Logarithmus



Der komplexe Logarithmus ist eine menegenwertige Funktlon

()
von der wir meistens den Hauptwert betrachten. (OJ lrr) 4 ™
ﬂ‘l(lil\ 1 CUO('Z)
Fir z€eC\{z€R | 2<0}, z=]|z| &8 - 2L dem

{ Log() } - { log(|2]) + i(arg(z) + 2kn) | k € Z }

Fur arg(z) € (—m,7) nennenwir log(|z|) + iarg(z) den
Hauptwert des komplexen Logarithmus.

Die Funktion
,é«(:l\= Log(z) = log(|z]) + iarg(z), mit  arg(z) € (—7,7),

heift Hauptzweig des komplexen Logarithmus.

Oft schreibt man hierfiir auch 1In(z).



HW\«:O*
Beispiel: :cR, z>0: Log(z) = log(z) (reeller Logarithmus).
Beispiel: z; = V2(—1+1), 29 = 3i, 23 = —4i.
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Vorsicht mit den Rechenregeln aus dem Reellen!
Sie lassen sich nicht einfach aufs Komplexe ubertragen!

Fir den reellen Logarithmus gilt mit a,b > 0:
a
log(a - b) = log(a) + log(b), log <E> = log(a) — log(b).
Fiir den Hauptwert des komplexen Logarithmus gelten diese Regeln i.A. nicht!
LLA.ist  Log(z1-22) # Log(z1) + Log(z2)
Aber es gilt natirlich trotzdem:

exp (Log(z1) + Log(22)) = eXp (Log(21)) - exp (Log(z2)) = 21 - 22.

Es st Loa )—I-Loa- & {Loa-(ix z)g



Wir hatten eben berechnet:

3 . .
Log(s1) = log(2)+i°1 . Log(z) = log(3)+i5,  Log(zs) = log(d)+i (~7)

- . = i Uown e;
Damit: [06[2) ) [03 (3) i % (23) (%} /d Uu-’-o.sd._,iéb’&h
. Do ’Fal S&;
3 PﬂSS‘\ """'qu ST
Log(z1 - z2) = log(6) — I % Log(z1) + Log(z2) = (ga {() 4t q
Log(z1 - z3) = log(8) + 1% = Log(z1) + Log(z3) = /oa [d’) A q
(4 L
Log(z1/2z2) = log (;) —l—i% = Log(z1) — Log(z2) = [oa {i) ¢ 3
. ST



Die Joukowski-Funktion



Die Joukowski-Funktion hat Anwendungen in der Aerodynamik.
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z
_ /
i 1 il
-1 -10 1 ~1 0 1
2= —1(=141), ro=¥% Hat Ahnlichkeiten zum

1 liegt auf dem Kreis, Querschnitt einer Tragflache.

—1im Inneren



Real- und Imaginarteil der Joukowski-Funktion 4

mit ——

erhalten wir:
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r+ —) cos(p), v = % (r - l) sin(p).

Bzw. fir 2z =z +iy: x.—.roe_y(ﬂ’\(”, siu(y)
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Bilder von Kreisen [- ['2 e [ 12 = 45

Mit festem r =17y, ¢ €]0,27):

= 5 (ro+ = )eoste), v = 5 (ro— ) sinte)
u—§ ro—i—ro cos(p), U—2 70 o )90-

Fir ro # 1: Do lo,-l-vva[/
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Bilder von Strahlen 6(724) = ['A,oo\

Mit festem g € [0, 27), r>0:

_1 +1 (¢0) —1r—lsin()
u = 57+ )cos(po), v=g . ©0)-

Untersuche die Funktionen: :(“_\ - Ai_f;,_ :.io D «= 4 .
" _A — ini wn b&
Liw b () =62 RN AL R " = 1
~-)o g(r) == = (T+—> : — 9.
2 \" " r : () =00 = K ()
Liw lA(lV'\ =00 ré‘—‘;noo 8 " rr—\;no 8

,s),g(;EJ'\ h(r) ::%(r—l>: Fiv 1,=0, _f(m) = E/,co/
-,



Zur inversen Joukowski-Funktion

Die Joukowski-Funktion ist auf dem Einheitskreis nicht invertierbar, da
A 1. . .
Fe9) = 5 (¥4 e7%) = fe7).

Fur |z|] >1 konnen wir die Umkehrfunktion direkt ausrechnen:

1 1
w:2<z+) = 22— 2wz+1=0 = z= w? — 1,
z

wobei wir jeweils den Zweig der wahlen, der  |z| > 1 liefert.



Mobius-Transformationen



Die erweiterte komplexe Zahlenebene, verallgemeinerte Kreise

Wir fligen der komplexen Zahlenebene den ,unendlich fernen Punkt” oo
hinzu und definieren C* = C U {o0}.

Ein verallgemeinerter Kreis in C* ist entweder
@ ein (echter) Kreis in C,

@ eine Gerade durch cc.

’\ Alle Goadem hobew e @mdw
Soinen %.._,M co.



Mobius-Transformationen

Eine Mobius-Transformation ist eine Funktion

az+b
T:C* * T =
C* — C*, (2) 1 d
mit
a, b, c,d €C, und ad —bc # 0.
G 28Ules uwdl Wemwer habto

voschi edeme  AST
Sind 2y, 29, 23 € C* und wi, we, wy € C*, jeweils paarweise
verschieden, so ist T' durch die Interpolationsbedingung

T(Zj) = ’wj, j = 1,2,3,

eindeutig festgelegt.



Besonders einfach ist es, wenn

Sind z; und 2z gegeben mit

T(z)

Beispiel:
T(i) = 0, T(—-2i) = oo,
Finde «: T2) =
= T(z) =

und

T(Zl) =0, T(Z2) = oG

o ; a e C.

bekannt sind.

so hat T die Form

z—1
T(2)=«-
(2) z4+2i
= a = 4



Wir konnen die interpolierende Mobius-Transformation auch durch
die finden.

Zu jeweils paarweise verschiedenen zy, 29, z3 € C* und
wy, way, wg € C*, lO0se

w — Wq w3 — W1 z— zZ1 23 — 21

w—wy W3 — W z—2zy 23— 2

nach w aufund setze 7'(z) = w.

Dann erfullt 7 die Bedingungen



Wir konnen die interpolierende Mobius-Transformation auch durch
die finden.

« e :O; 22:_27 23:—1+i,
Beispiel: .
—_— wi =0, wy = 4, ws = 2 + 2i.

Einsetzen in die Dreipunktformel:

w—0 (2+2) — 0 2 -0 (—14+1) — 0
w—4 (2+2) -4 z- (-2 (-1+1) - (-2
- w i+l oz i1
w—4 i-1 2+2 i+1
& w(z+2):z(w—4)8tiiz & wz +2w = 4z —wz
2z h—-\/z-_:/{




Mobius-Transformationen sind kreistreu.

Es seien:
e T(2) = az—+b, ad —be # 0, eine Mobius-Transformation;
cz+d
® K cC* einverallgemeinerter Kreis.
T(-é) . & (-g)-‘b ;L.—oo
c c (-‘,’5l 4 00) S
Dann gilt dir Kreistreue:
d L
e —cK = T(K) isteine Gerade. . .
c ) N T st e

o —¢K = T(K) istein echter Kreis. vOG“‘a- V\‘é‘s-



Wie finden wir die Bilder verallgemeinerter Kreise?

Falls d € K (Bild ist eine Gerade):
¢ we, '?c.“(m[-e
besduwmmen eune
Wahle 21, zp € K, berechne w; = T(z1), wy = T(z); Gusde

Bildgerade: TK) = {weC | w = w +alwy—w), a € R}U{oo}.

Oft geht es einfacher: !



Wie finden wir die Bilder verallgemeinerter Kreise?

Falls d ¢ K (Bild ist ein echter Kreis):
C

Wahle 2z, 20, 23 € K, berechne
wp = T(Zl), w2 = T(ZQ), w3 = T(Zg);

Lose

(1) |wi —wol* = R?, (2) |wz —wo* =

nach wg=wgp+ivg und R auf.

Bildkreis: T(K) = {we C | |w— wy| = R}.

Oft geht es einfacher:
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Keer s.

(3) |w3—w0]2 = R2



Symmetrie bzgl. verallgemeinerter Kreise e wiher 2, owd 2o,

Symmetrie bzgl. einer Symmetrie bzgl. eines Kreises mit
Geraden: Spiegelung Mittelpunkt 2, und Radius R:

(21 — 20)(= — =) = R

Wir vereinbaren: zy ist symmetrisch zu oo.



Mobius-Transformationen bzgl. verallgemeinerter Kreise.

Es seien:
T:C*— C* eine Mobius-Transformation;
K c C* einverallgemeinerter Kreis;

21, 22 € C*.

Dann gilt die

21, zo symmetrisch bzgl. K

= T(z1), T(22) symmetrisch bzgl. T(K)



. . e e M 4 — 4' .
Beispiel: Mobius-Transformation 7'(z) = — 'g& == e uz)
DElsprtt. I

z— 21 a %/

M;i: imaginare Achse ) Coode ' ,r(“s\
2i e by O T s ehe ki, - 2i L
TCW\ = 41\( -4, “l/\,-’i . q[(e uoc.u Nee” . . \'Q

o-2i N-2 =§/(‘("2) ___/’IL - -z“\/_j
My:  Kreis [z]| = 2 ' 2
2i e K, D T(l,) s eu Geracte B )
M, Sy, b S D Ty St bal T (M) =2

=) T (M, ) seahceotd ool R (dL. Pmnd R ’/iz\ A2
28 M ,’T(—Zi\ = -31-14-. - o =%
Ms:  reelle Achse ) T (M \ ~2i -2
. =) | 2 = f =
2i g My =) T(u,) — Y2€C'(2<(-2) 3\
3 My =7 U K, wol b, =) TCM&} Sywin u
eche, Wes. Tyl weol  Toup) o Midtelpenld bei 3
O€N&_—) 2:\’\_(0)—31 - \___I::’$l -4




3z —1i
z+ i
M: Kreis [z —4i =3 -Si & M = T(K

Sec a9, =1 Hw) Wi -(-loqlou«u vorn T (M)
T(-50) = Squam. ZU T(Ry) = oy
=} -Si SYyuwm RQK 2;, b’zj( kA

Beispiel: Mobius-Transformation 7'(z) =

= -8
eddde  es.

Do s

bayl. T(M)

-
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b o= -1 2 =3/,
o) 3= (e ) <RobIE) DBHE Ty S
R = (a,, 2,) (-5i -2a) o wo = TO)= G 7 P
gi-i ([
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