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Elementare komplexe Funktionen



Lineare und affine Funktionen

f:C—=C, f(z) =a-z + b, mit gegebenen a € C\ {0}, beC

Wir wissen bereits:
Die Addition (+b) bedeutet eine Verschiebung in Richtung b.
Die Multiplikation (a - 2) bedeutet eine Drehung um arg(a) und Streckung um den

Faktor |a|: Mit a = |a|el®®(®) 7z = rel¥:
v_\_/

a-z = |alr-e(Pael@) iR

pAar ®

Alle z € C werden um den selben Winkel gedreht
und um den selben Faktor gestreckt!

Insbesondere: Fiir festes a € C ist der Winkel zwischen z1,zo € C und zwischen
a-z1 und a- zo gleich!



Lineare Abbildungen von R? nach R? kénnen mehr!
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Beispiel: [ :R? — R?, f(z) = Az, A:(O 2), :1:1:<0>, x2:<1).

Dann ist ||$1H2 = ||£L'2||2 = 1, aber ”AZL’1||2 = 1, ||A$2H2 = \/Z d.h. Axl: 'L\
verschiedene Koordinatenrichtungen werden verschieden gestreckt.

Diese Abbildung nimmt eine Streckung vor.
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Beispiel: f:R° — R* f(z) = Az, A_<0 1), :U1—<O>, $2—<1).

Dann liegt zwischen x; und x5 ein Winkelvon 7/2, aber zwischen
Az = (1,0)" und Azo = (1,1)7 betragt der Winkel 7/4.

Diese Abbildung ist



Bilder unter linearen Funktionen

Beispiel:

f(z) =a-z + b,

a=1+i= 21, b=-2

M={zeC | 0<Re(z) <1}
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Die Funktion f(z) = 2z7' =3 A
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Fir 2 £0, z=re¥: 275 = — = —e ¥, A
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Einschub: Darstellung von Kreisen V\ - {';L € d: \ \1"2-@\ "’R S
i
- faec(2=2+ 27,
Kreis mit Mittelpunkt zy € C, Radius R > 0: "f € Eo' 2% \3
lz—2%| = R < |z—2z|*> = R?
Damit:

R? = |z — 2> = (z—20)(z — 20)
= (2= 20)(z — )

= 2Z — 2Zo — 202 + 2020
Wic Selieen ?/(e,ic,@/., wots  wil
oos  Aiaudle., |



Zuriick zu f(z) = 27 L.

Kreis mit Mittelpunkt zy = 2, Radius 2, ohne die Null:

D={zeC\{0} | |z—2|=2}.
Wasist f(D) mit f(z) =212 ﬁ
Mit der Darstellung von eben: |z — 2| = 22— 2z —2Z+4 = 4. As s Wm0
Betrachte w = % & z= % : =) _ASZ—LA:Z?Q’/M)
lé—Ql—Qé:O & 1-2w—-2w =0
ww w w

& 1-2w+w) = 1—4Re(w) = 0

1

Alsogilt f(D) = {zE(C | Re(z) = i} =G. ) R

Analog folgt f(G) = D. e lns) = 'z‘



Die Exponentialfunktion
2 K4y 2T - Po:oob\_h/{,\
e=-c
—

e - e = e%(cos(y) + isin(y)).

z=x+1iy: exp(z)
Also:
le*] = R arg(e?) =Im(z) (+2km).
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Beispiel: 2 = z + iyo mitz € R und festem yj. =) =e”elo00)
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Beispiel: z = zg+ iy mit y € R und festem x. .!ejio Wiu ked
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Komposition von Funktionen

s

Beispiel: f(z) = (e'4 -z@%— 1+1,
M={2eC | 1<]z] <2, Re(z) >0, Im(2) < 0}

Zerlegung:
f=1/s0f20fi
Mit
u=filz) =€z, v=folu)=v), w=filv)=v+1+i



M ={z€C | 1<[z] <2, Re(z) >0, Im(z) < 0}
={z=re¥cC | rell2], pe(-n/2,0)
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Mo S=4
u=fi(z) =iz o -
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Hi(M) =
= {u=re¥
E(C|r€[12‘T<pE /
(—m/4,7/4)}
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v = folu) = u? f\\) \//\ b

fo(fi(M)) = {v=re? cC | r€[1,4], p € (—7/2,7/2)}
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fon = w=f3(v) = v+1+i
f3(f2(f1(M))) = {wEC | w:rei‘9+1+'
+1+1, re[l4], pe(—m/2
m/2,7/2)}
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Wir kennen jetzt einige geometrische Operationen in der komplexen Ebene

Verschiebung: Addition

Drehung / Streckung:  Multiplikation

Sektoren vergroBern / verkleinern:  Potenzen

Streifen parallel zur imaginaren Achse auf Ringe abbilden: exp

Streifen parallel zur reellen Achse auf Sektoren abbilden: exp



Naturliche Potenzen / Wurzeln



Was ist die Wurzel einer komplexen Zahl?

Wirwissenschon: z = 7e¢'?, neN = 2" = pleln®,
Frage: Gilt dannauch /z = in o= ruein ? —> Es ist etwas komplizierter.
N Dowan: 4 ('fé"‘-elx" Mv—- ’fc'\(r
aber cas siwok mooks mickd alle
Laswd:&n.
LT e;(lj-lzuﬂ

Wir suchen /%, d.h.ein w € C mit w? = i.

i B . 1T
w=p* =i => w=1i=1¢"2

2 _ 2.2 ! & i~ e - o
Lo o | w —'i)Je =1 ez \ e
Damit: PooktsS Lesd:ntn, .

PP=1 & p=1 (da p>0)

Do, olees 2a=g+2lm = az%—i—kw, ke
W;\«u&(



Allgemeine natirliche Wurzeln und deren Hauptwert

Damit fiir z = rel?, neN, w = z%, mit w = pel®, gilt
wh = pPre" = 7 = |z]e! 83,
P = Uneed i oha
brauchen wir ~ p = |z|% und J vide, Winkd
elne = olare(2) =  na = arg(z)+2kr = o= arg(z) + %7'('
n n
Dann haben wir n paarweise verschiedene Punkte
Mmw wOUJ«\ V.'f/{( ?(M.\L{'Q
2k v Q.
w—\z\nexp((&()—i——W)), k=0,1,2--- ,n—1, -
n n

.arg(z)
mit w™ = z. Wirnennen w = |z|%e1 W, mit arg(z) € (—m,m) den

Hauptwert der n-ten Wurzel. Alm[AcA i M- ,r,_,' -2 M,'c/h{' -2,
aber %% =4 hal die (afgtn 2 wd -Z.




Beispiel: Gesucht sind alle Losungen z € C von
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Einige Gleichungen mit Exponentialtermen kann man auf ahnliche Art l6sen.

Beispiel: Gesucht sind alle Losungen z € C von . _) Ale  Lasnte bobee
2 = Realteil - Ll
(e?_) - eQz _ _91 - 3 e '23(-2) &'\ .3\,
Fosk wie ebeun: ‘Z“/(M{S)'* N
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