Fachbereich Mathematik der Universitait Hamburg SoSe 2025
Prof. Dr. A. Iske, Dr. C. Goetz

Komplexe Funktionen
fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Hausaufgaben 6 - Losungen

Aufgabe 1. Es sei In der Hauptzweig des natiirlichen Logarithmus und

f(z) = In(14+2) + In(1-—2).

(a) Zeigen Sie, dass fir n € N die n-te Ableitung von f gegeben ist durch

f(”)(z):—(n—l)!( A )

(1+2) (1—2)

(b) Bestimmen Sie die Taylor-Reihe von f zum Entwicklungspunkt zo =1 und geben
Sie deren Konvergenzradius an.

Losung.

(a) Man kann natiirlich direkt nachrechnen. Aber wir zeigen die Behauptung durch Induk-
tion nach n:

Induktionsanfang, n =1:

O e e —(1—”’(((_1)1+ : )

1+2z 1-=z IL+2)8 (1—2)!

Induktionsvoraussetzung: Fiir n e N gilt

) === 0 (4 + )

Induktionsschluss: n —n+1

) = g = & (o0 (e )
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(b) Es gilt
14+i = V2%

und somit

Sie konvergiert auf dem groBiten Kreis um zy = i, der keine Singularitdt von f enthélt.
Die néchsten Singularitédten lieben bei z = £1, der Konvergenzradius ist also

R=|+1—-i=V2

Aufgabe 2. Geben Sie alle Potenzreihenentwicklungen der Funktion

5z

&)= =%

zum Entwicklungspunkt zy =1 an. Wo konvergieren die Reihen jeweils?

Lésung: Die Faktorisierung des Nenners 22+2—6 = (2—2)(2+3) ergibt die Singularitéiten
der Funktion bei z; =2 und 2z, = —3.

Eine Partialbruchzerlegung liefert:

5z 3 2
f(z>_22+z—6_z+3+z—2'

Aufgrund der Lage des Entwicklungspunktes bei 2z, = ¢ und der beiden Singularititen z; = 2
und 2o = —3 kann man ablesen, dass eine Taylor-Reihenentwicklung in der Kreisscheibe
|z—i| < /5 vorliegen wird, eine Laurent-Reihenentwicklung im Kreisring v/5 < |z—i| < /10
und eine davon verschiedene Laurent-Reihenentwicklung im AuBenraum +/10 < |z — i .



KoFu, A.Iske / C.Goetz, SoSe 2025, Hausaufgaben 6 - Losungen 3

5i — t
Yy
(14 /10)it |
(L+V5)it
1 20 ]
i
0 P2 \ 21
(1—-V5)if
(1 —+/10)it
S5 2% Q TR 9

Mit Hilfe der Summenformel der geometrischen Reihe im entsprechenden Konvergenzbereich
konnen die Partialbriiche durch Reihenentwicklungen dargestellt werden:

Fir |z —i] <5 :

2 2 2 1
2—2  —24i+(2—1) 241 1-(z—1)/(2—1)
N —2+i§%(2—i)”_;(2—i)n+l(z 1)
Fiir |z —i] > /5 :
2 2 2 1
z—2  =24i+(z—i) z—-i 1—-(2-i)/(z—1)
N e~ 2
_Z—lnzzo(z—i)”_n_z_:oo@ i)”*l( )
Fiir |z —i| < /10:
3 3 3 1
243 3+i+(z—1) 341 1+(z—1)/B+i)
3 ) —3 iy
BEEID ST ES _g%@ﬁ—nM1@ )y

Fiir |z —i| > /10:

243 3+it+(z—1i) z—i 1+@B+i)/(z—1)

3 = (=D)"B+i)" < 3 o
- SX N S gt

n=—oo
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Taylor-Reihe mit Konvergenz in der Kreisscheibe |z —i| < /5 :

3 2 = -2 -3 \n
S e Z((Z—i)"ﬂ+(—3—i)"+1>(z_l) ‘

20

J/

Nebenteil
Laurent-Reihe mit Konvergenz im Kreisring /5 < |z — 4| < /10 :

-1

3 p 2 e -3 0
flo) = 3+75 = n;wm(z—o +;m(2—1) :

Hau;tteil Nebenteil

Laurent-Reihe mit Konvergenz im Auflenring /10 < |z —1i| :

-1

3 2 2 3 .
@) = A3t = X ((2—1)n+1+(—3—i)n+1)(z_l) '

n—=——oo
[\

J/

Hauptteil

Aufgabe 3. Fiir eine gegebenes R > 0 sei f: Br(0) — C eine analytische Funktion
mit f(0) = 0. Dabei bezeichne Bg(0) C C die offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt Null
und Radius R > 0.

Wir betrachten die Funktion

M, fir z #0,
z

9(2) =
1'(0), fir z=0.
Damit gilt offenbar f(2) = z-g(z) fir alle z € Bg(0).
Zeigen Sie, dass ¢ analytisch ist. Zeigen Sie, dass die Taylorreihe von ¢ um Null gegeben
ist durch

o0

o) = 3 e,

n=1

wobei ¢,, n € Ny die Koeffizienten aus der Taylorreihe von f um Null sind.

Losung. Sei f analytisch mit f(0) =0.In Bg(0)\ {0} ist g als Quotient analytischer
Funktionen analytisch. Die Frage ist also, was in zy = 0 passiert.

Wegen f(0) =0 haben wir in der Taylor-Reihe um Null,

f(z) = Z 2",
n=0

dann ¢g = 0. Diese Reihe konvergiert fiir alle z € Bg(0) und wegen

[o.¢] (o)
E 2t = z g 2"t
n=1 n=1
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00
n=1

konvergiert also auch die Potenzreihe g(z) = >.°7 ¢,2"! fiir alle z € Bg(0). Fiir alle

z € Br(0)\ {0} ist dann g(z) = g(z).
Es gilt aber auch
9(0) = c1 = f'(0) = g(0),

also ist g auf ganz Br(0) durch eine konvergente Potenzreihe gegeben und somit analytisch.
Aufgrund der Eindeutigkeit der Reihendarstellung folgt, dass dies schon die Taylor-Reihe von
g 1ist.



