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Hausaufgaben 3 - Lösungen

Aufgabe 1. Wir betrachten die komplexe Kosinus-Funktion, definiert durch

cos(z) =
1

2
(eiz + e−iz), für z ∈ C.

(a) Zeigen Sie, dass mit z = x+ iy gilt:

Re(cos(z)) = cos(x) cosh(y), Im(cos(z)) = − sin(x) sinh(y).

Zur Erinnerung: cosh(y) = (ey + e−y)/2, sinh(y) = (ey − e−y)/2 .

(b) Finden Sie alle Lösungen z ∈ C von cos(z) =
5

4
.

Hinweis: cosh(ln(2)) =
5

4
.

Lösung.

(a) Mit z = x+ iy gilt:

cos(z) =
1

2

(
eiz + e−iz

)
=

1

2

(
ei(x+iy) + e−i(x+iy)

)
=

1

2

(
e−y(cos(x) + i sinx) + ey(cos(x)− i sin(x))

)
= cos(x) · 1

2
(ey + e−y)− i sin(x) · 1

2
(ey − e−y)

= cos(x) cosh(y)− i sin(x) sinh(y).

(b) Aus cos(z) =
5

4
folgt Im(cos(z)) = − sin(x) sinh(y) = 0.

1.Fall: sinh(y) = 0 ⇒ y = 0 ⇒ 5

4
= cos(x) cosh(0) = cos(x) .

In diesem Fall gibt es keine Lösung.

2.Fall: sin(x) = 0 ⇒ x = kπ ⇒ 5

4
= cos(kπ) cosh(y).
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Da cosh(y) > 0 für alle y ∈ R gilt, muss cos(kπ) > 0 gelten, also k = 2ℓ, ℓ ∈ Z .
Damit folgt

5

4
= cosh(y) ⇒ y = ± arcosh

(
5

4

)
= ± ln(2).

Schließlich haben wir
z = 2ℓπ ± i ln(2), ℓ ∈ Z.

Aufgabe 2. Gegeben seien die Funktion w = f(z) :=
z

2
+

2

z
, sowie die Mengen

L = {z ∈ C | Re(z) ≤ −2, Im(z) = 0}
R = {z ∈ C | Re(z) ≥ 2, Im(z) = 0}
O = {z ∈ C | z = 2eiφ, φ ∈ (0, π)}
U = {z ∈ C | z = 2eiφ, φ ∈ (π, 2π)}

Wir setzen
D1 = L ∪O ∪R, D2 = L ∪ U ∪R.

D1 D2

(a) Bestimmen Sie die Bilder von D1 und D2 unter f .

(b) Auf welchen der Mengen D1, D2, D1 ∪D2 ist f umkehrbar?

(c) Berechnen Sie die Umkehrfunktion z = f−1(w) für |z| > 2 .

Lösung:

(a) Auf L und R können wir f jeweils als reelle Funktion auffassen. In R \ {0} ist f
dann (reell) differenzierbar mit

f ′(x) = − 2

x2
+

1

2
, f ′(x) = 0 ⇔ x = ±2.
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Also ist f in L und R streng monoton. Wegen

limx→∞ f(x) = ∞ f(2) = 2,
limx→−∞ f(x) = −∞ f(−2) = −2

folgt
f(L) = (−∞,−2], f(R) = [2,∞).

Weiterhin ist
f(2eiφ) = e−iφ + eiφ = 2 cos(φ).

Damit ist
f(O) = f(U) = (−2, 2),

wobei das Intervall für φ ∈ (0, π)
”
vorwärts“ und für φ ∈ (π, 2π)

”
rückwärts“ durch-

laufen wird. Zusammen ist also f(D1) = f(D2) = R .

(b) Auf D1 und D2 ist f jeweils umkehrbar, auf D1∪D2 jedoch nicht, da jedes Element
in (−2, 2) zwei Urbilder in D1 ∪D2 hat.

(c) Für |z| > 2 rechnen wir direkt nach:

w =
2

z
+

z

2
⇒ z2 − 2wz + 4 = 0 ⇒ z = w ±

√
w2 − 4,

wobei wir jeweils den Ast der Wurzel wählen, der |z| > 2 liefert.


