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Komplexe Funktionen
fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Hausaufgaben 1 - Losungen

Aus der Eulerschen Formel ergeben sich fiir Kosinus und Sinus jeweils die Darstellungen
1, . 1, . .
cos(z) = 3 (e +e7), sin(x) = % (e —e™) fir zeR.
i

Benutzen Sie diese um die folgenden Aussagen zu beweisen.

Aufgabe 1: Zeigen Sie: Fiir alle 2z € R gilt

1
cos® () = 1 cos(3x) + Zcos(x).

Losung. Mithilfe der Eulerschen Formel kénnen wir schreiben

3
COS3(£L') — (1 (eix+e—iw)) — %<63ix+3€ix+3e—ix+e—3ix)

2
B 1631x+e—3ix N Seix+e—ix
4 2 4 2
1 3
= cos(3x) + 1 cos(x).
Aufgabe 2:
(a) Fiir ein n € N seien reelle Zahlen ay,...,a, und by,...,b, gegeben. Wir betrachten

die Funktion f, : R — R, definiert durch

fulz) == % + Z [ag cos(fx) + by sin(lx)] fir zeR. (%)
=1

Zeigen Sie: Die Funktion f,, besitzt die Darstellung

fo(z) = Z cpelF® fiir alle z € R,
k=—n

mit komplexen Koeffizienten c¢_,,,...,c, € C. Bestimmen Sie diese Koeffizienten.
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(b) Seien nun komplexe Zahlen c¢_,,...,c, € C, n € N, gegeben. Wir betrachten die
Funktion g, : R — C, definiert durch
gn(x) == Z cpe™” fir x € R.
k=—n

Wir nehmen an, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) co €R;

(ii) ¢p=7c¢—, fur £=1,...,n.D.h. ¢ ist die konjugiert komplexe Zahl zu c_,.
Zeigen Sie: Dann ist g, reell und besitzt eine Darstellung der Form (%) mit reellen
Koeffizienten ag,...,a, und by,...,b,.

Losung.

(a) Aus der Eulerschen Formel erhalten wir

a - a lx —ilx b ilx —ilx
fn(:c):EOJrZ{g(ef +e f)+2—§(ef —e z)]

o Qo - Ay — lbg il Qy + lbg _ile
=y [ ey e
(=1

n
= ¢ + E : [Cfewz + C,geil&v} ’
=1
mit . .
aop ay — 1by ap + iby

COI?’ = 5 C_y = 5 (=1,....,n.

Somit gilt
fo(z) = Z cpett® fiir alle z € R.
(b) Wir schreiben zunéchst
gn(T) = co + Z [(Re(cy) + iIm(cp)) €™ + (Re(c_g) + ilm(c_p)) e ] .

=1
Wegen ¢, =c¢_; gilt nun

1 1
Re(c_¢) = Re(cr) = 5(6@ +c_y), —Im(c_y) = Im(c,) = 5(05 —C_y).
Damit konnen wir g, darstellen als
n eiéa: 4 e—i&t ‘ eifx o e—iZz
gn(T) = co + ; {(Ce +c_y) 5 + i(cp—c_y) o
Mit
ap = 2co, ap = (cg+c_y), bp=i(ce—cy), L=1,...,n,

hat g, also eine Darstellung der Form (k). Beachte, dass die a;,b; tatséchlich reelle
Zahlen sind!



