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Prasenzblatt 7 - Losungen

Aufgabe 1.  Gegeben seien die Funktionen

1 1

W=y P 9D = e

(a) Bestimmen Sie jeweils die isolierten Singularitéten der Funktionen und klassifizieren
Sie diese.

(b) Berechnen Sie die zugehorigen Residuen.

(c) Geben Sie jeweils eine Partialbruchzerlegung an.

(d) Berechnen Sie jl{f(z) dz und ]{g(z) dz fir I'=0By(i/2).
r r

Losung.

(a) Es gilt
2 -2243=(2-1%+2=0 z{,=1+£V2i
Bei z{ und zg liegen jeweils einfache Polstellen von f.

Weiterhin:
4, 9:.3 2 _ 2 ‘ - g _ 9 _ _; 9 _ _ o
25 4 3iz° — 22° = 2*(2 +1)(2 + 2i) 26=0, 2{=-i, 2§=-2i
Bei 2§ liegt ein zweifacher Pol von g, bei z{, 2§ jeweils einfache Pole.

(b) Da bei z{ , zg einfache Pole von f liegen, erhalten wir direkt:

1 1
Res(f,1+v2i) = lim (z—(1+V2)f(z) = ———— = —
Y ) HH@( ( NI) 2= (1=V2)| s 2V2
Res(f,1 —+/2i) = lim (z— (1 —V2)i)f(z) = S I
21—V/3i 2= (1+V2i)|,__us 2v/2i
Alternativ konnen wir die Residuen auch berechnen durch
1 1 1
Res(f, 1+ Voi) = ———— = — = .
4 ) (22 =224 3) 113 22 =213 +/2i
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Fiir 27, 2§ erhalten wir analog:

1 1

Res(g, —i) = li V=) = S| T 1 T
eslg,—0) = lm(e+0)9(2) = F—55) = -7 =

Res(g, —2i) = lim (z+20)g(z) = —— ==
€s\9, = z—1>IIlQi o ECAST Z2(2+1) z=—2i - 4 N 4

Da z{ =0 ein Pol der Ordnung m = 2 ist, gilt
A S I _d 1
Rests.0) = iy (o)) = by (s

2z + 31
(22 + 3iz — 2)?

z=0
(c) Da wir fiir f zwei einfache Pole haben, ergibt sich die Partialbruchzerlegung aus

f(z) = hf(z;1+\/§i) + hf(z;l—\/éi) = PZes_(ifj—\/éii) + ies_(]é,ll_—\/\g?)i)

i 1 i 1
02 z—(1-+2) 22 z—(1+2i)

Fiir ¢g erhalten wir

9(2) = he(2;0) + he(z;—1) + hy(z;—21),

wobei sich die letzten beiden Terme wieder direkt aus den Residuen ergeben:

-~ Res(g,—1) i -~ Res(g,—2i) i
hy(z;—i) = = hg(z; —2i) = =— .
o)== = MEA = A(z + 2i)
Fiir den verbleiben Term sehen wir uns Taylor-Reihe von §(z) = z2%g(z) um z = 0
an:
i(z) — 1 _los
N = a8 —2 - T2 47
Daraus ergibt sich die Laurent-Reihe von g = g§/2?:
1 31
9(2) T9.2 A
hg(2,0)
SchlieBlich erhalten wir
i i 1 3i

9C) = TS T Ity 22 L

(d) Fiir f liegt nur die Singularitéit z{ = 1+ v/2i innerhalb von B,(i/2). Damit
T
f(2) dz = 27i-Res(f,1+V2i) = —.
J 7
Fiir g liegen die Singularititen z§ =0 und z{ = —i innerhalb von Bs(i/2). Damit
1 T

# 9(2) d= = 2ri- (Res(g.0) + Restg, =) = 2ri- 7 = —3.
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Aufgabe 2.  Berechnen Sie

o0 1
/_Oo (2 + )22+ 4) dz.

Losung. Die komplexe Funktion

1

&) = e

hat Singularitéten bei z;o = =£i, 234 = +2i. Alle sind einfache Pole. Wir berechnen die
Residuen fiir die Singularitdten mit positivem Imaginéarteil:

) 1 1 ‘ ] X
e (4D +4) 2= ) 6i’ Reslf,2) = (2 +1)(z +2i) 2=2i T
Damit: . X
. . _ -
/OO (@ + 1)(22 1 4) dz = 27i(Res(f,i) + Res(f,2i)) = 5
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Aufgabe 3. Berechnen Sie

/F (2 + 1;2,22 Ty &

fiir die abgebildeten Kurven I'. Dabei zeigen die Pfeile die Umlaufrichtungen an und wir
nehmen an, dass die Kurven jeweils einmal durchlaufen werden.

(a) (b)

o4 : ‘ ‘ 1 2
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Losung. Die Singularitéten von

liegen bei
21 :17 Zgzi, 23:—1, Z4:—i7

und sind jeweils einfache Polstellen. Die zugehorigen Residuen sind

42 1 . 22 1
ReS(f, 1) - (z2+l)(z+l) ’221 = Z? R‘es(f7 1) = (z+1)(22—1) =i - E’
42 1 . 22 1
Res(f, —1) = —(Z2+1)(Z—1) . — —Z’ R,eS(f, —1) = _(z—i)(zz—l) _ = —E

(a) Die Kurve umlduft 2z, und z4 einfach in positiver Richtung.

/F(22+1)(22—1) dz = 2mi (Res(f,1) + Res(f, 1)) = 0.

(b) Die Kurve umléuft z; einfach in positiver Richtung und 23 einfach in negativer Rich-
tung.

/r(z2+1)(z2—1) dz = 2mi(Res(f,1) — Res(f,~1)) = ni.

(c¢) Die Kurve umlauft alle Singularitdten einfach in positiver Richtung.

J T & = 2R+ Res(f, )+ Res(71) + Res(f, 1) = .

(d) Die Kurve umléuft z3 doppelt in positiver Richtung.

/1“(Z2+1)(z2—1) dz = 2mi (2Res(f, ~1)) = —i

(e) Die Kurve umlduft z; und z3 einfach in positiver Richtung, z doppelt in positiver
Richtung, sowie z; einmal in positiver und einmal in negativer Richtung.

/F 2+ 1;(22 Y dz = 2mi (Res(f, 1) + Res(f, —1) + 2Res(f,1) + 0 - Res(f, —i)) = 7.



