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Prisenzblatt 3 - Losungen

Aufgabe 1. Berechnen Sie den natiirlichen Logarithmus der folgenden komplexen Zahlen
und geben Sie jeweils den Hauptwert an.

(a) 2z = —V3+1, (b) 2= 3¢l (c) z3= (? + 1%) :

Berechnen Sie {4L0g (‘/75 + 1%)} und vergleichen Sie das Ergebnis mit dem aus Teil (c).

Loésung.

(a) Wir haben

2 1 T om
| 21| V3 + ’ © arcan( \/g)—FT( 6—|—7T G

Somit ist z; = 261 und
(5T
{Log(z1)} = {log(Q) + I(F + 2k7r) \ kEZ},

Hauptwert: w; = log(2) + i%F.

(b) Die Zahl liegt schon in Polarform vor, aber das Argument liegt nicht in (—m, 7). Wir
konnen schreiben

und damit
{Log(z)} = {10g(3) + i(_T?ﬂr + ka) | keZ}

Hauptwert: w, = log(3) + i(=2).

(c) Wir berechnen zunéchst

und
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Somit ist | ) |
v=133 = 23 =vt = (\/§)4e1?ﬂ = 9e‘(*?).

Daraus erhalten wir
. 27
{Log(z3)} = {log(Q) +1 (—? + 2k7r) | ke Z}

Hauptwert: ws = log(9) +1i(—27).

Falls wir in Anlehnung an die Rechnenregeln im Reellen (log(a™) = nlog(a) ) einfach
versuchen 4Log(v) zu berechnen, erhalten wir

{4Log(v)} = {4log(\/§)—l—4i (gmm) | keZ}

_ {10g(9)+i(4§+8lm) |kz€Z}.

Es gilt also {4Log(v)} C {Log(v*')}, aber die Mengen sind nicht gleich!

Aufgabe 2.

(a) Bestimmen Sie die Mobius-Transformation

b
T.C°5C, T()= azid, ad —be 40,
(6%

mit

T(-3) =0, T(1) = oo, T(—-1)=1-2i
(b) Bestimmen Sie die Bilder der folgenden Mengen unter 7':

(i) M;: reelle Achse;
(ii) My : Kreis mit Mittelpunkt 1 —i und Radius 1.
(iii) Ms;: Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 3;

Losung.

(a) Da wir bereist eine Nullstelle und eine Polstelle kennen, kénnen wir ansetzen:

az+3
z—1

Das « erhalten wir aus der dritten Bedingung:

. —i+3 (i—3)(1-1) . ! .
T(—l):a_i_l:am:a@l—l):l—% = a=-1,
also T(z)—z+3

C1—z
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(b) (i) Da —d/c=1€ R, wird R durch T auf eine Gerade abgebildet. Da alle Koeffi-
zienten von T reell sind, sind die Bilder reeller Zahlen reell. Also ist T(R) = R.

(ii) Da 1 € My, wird My durch T auf eine Gerade abgebildet. Wir konnen also zwei
Punkte aus M, in T einsetzen und die zugehorige Bildgerade bestimmen. Wir
wissen schon, dass fiir —i € My gilt: T(—i) = 1 — 2i. Fiir 2 —i € M, erhalten
i 5.1 (5-0(+1) 644

. —i —1i)(d i
Te=={ =y =73
Wir erhalten also die Gerade T(M;) ={z € C | Im(z) = —2}.

(iii) Da 1 ¢ Ms, wird M3 durch T auf einen echten Kreis abgebildet.

Da Mj symmetrisch zu R ist und eine Mobius-Transformation diese Symmetrie
erhilt, muss T'(M3) symmetrisch zu T(R) = R sein. Also ist T'(M3) ein Kreis
mit Mittelpunkt auf der reellen Achse. Der Bildkreis hat also zwei Schnittpunkte
mit der reellen Achse und der Mittelpunkt liegt in der Mitte zwischen diesen
Schnittpunkten.

Wegen

= -3 — 2L

—3+3 3+3
=113 =0eR, T@B)=—F=-3€R,
konnen wir also schlieflen, dass der Mittelpunkt bei
20 = (04 (—3))/2 = —3/2 liegt und der Radius 3/2 ist, d.h.
T(M3)={z€C | |z+3/2|=3/2}.

T(-3)

Aufgabe 3. Gegeben sei die Mobius-Transformation  7'(z) = 1(5;%11) ,
sowie der Kreis K = {z€C | [z—2—i] =2}

Bestimmen Sie das Bild von K unter T'.

Hinweis: Untersuchen Sie zunéchst die Punkte z; =141 und 2z = —2+1

auf Symmetrie bzgl. K .

Losung. Der Kreis K hat den Mittelpunkt zp = 2 4+1i und den Radius R = 2. Damit
ist

(1-20) (H-%) = (1+1-@+0) (22-i—2-1) = —1-(-4) = 4 = R,
also sind z; und 2o zueinander symmetrisch bzgl. K .

Da T diese Symmetrie erhélt, miissen 7'(z1) und 7'(z3) symmetrisch bzgl. T'(K) sein.
Aus (—2+41) ¢ K folgt, dass T(K) ein echter Kreis ist. Wir haben T'(z;) =0 und
T(z9) = 0o, wobel 21,20 ¢ K. Weil 0 und oo symmetrisch bzgl. des Kreises T'(K)
sind, und oo symmetrisch zum Mittelpunkt ist, muss 0 der Mittelpunkt des Kreises sein.

Wegen i€ K ist der Radius R von T(K) gegeben durch |T'(i)|. Es gilt
iG—1—i) —i

T(i)=~y— =75 = R=IT0l=

DN | —

Also:
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