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Präsenzblatt 2 - Lösungen

Aufgabe 1. Bestimmen Sie für die folgenden Mengen jeweils die Bilder unter den jeweiligen
Abbildungen. Skizzieren Sie die Bilder, oder beschreiben Sie diese mit Worten.

(a)
D = {z ∈ C | 1 ≤ |z + i| ≤ 2,Re(z) ≥ 0, Im(z) ≤ −1},

f : C → C, f(z) =
(z + i)2

1 + i
.

(b) (alte Klausuraufgabe, 5 Punkte)

R =

{
z = x+ iy ∈ C | |x| ≤ ln(2)

π
, |y| ≤ 1

2

}
,

f : C → C, f(z) = 2ei
π
4 · eπz.

(c)
V = {z = x+ iy ∈ C | 0 < x ≤ 1, 0 < y ≤ 1, x2 + y2 ≤ 1},

f : C \ {0} → C, f(z) =
1

z
.

Lösung.

(a)

Die Menge D ist das untere rechte Viertel eines Kreis-
rings mit Mittelpunkte z0 = −i , Innenradius 1 und
Außenradius 2 .

D =
{
z ∈ C | z = −i + reiφ, 1 ≤ r ≤ 2, φ

[
−π
2
, 0
]}

D
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Wir zerlegen f in die Komposition

f = f3 ◦ f2 ◦ f1,

mit

u = f1(z) = z+i, v = f2(u) = u2, w = f3(v) =
v

1 + i
.

Dann verschiebt f1 in Richtung i und verschiebt daher
den Mittelpunkt des Viertelkreises auf 0 .

f1(D) =
{
u ∈ C | u = reiφ, 1 ≤ r ≤ 2, φ

[
−π
2
, 0
]}

f1(D)

Danach wenden wir f2 . Quadrieren einer komplexen
Zahl bedeutet den Radius quadrieren und den Winkel
verdoppeln. Wir erhalten also einen halben Kreisring
mit Innenradius 1 und Außenradius 4 , mit Winkeln
zwischen −π und 0 .

f2(f1(D)) =
{
v ∈ C | v = seiψ, 1 ≤ s ≤ 4, ψ [−π, 0]

}

f2(f1(D))

Schließlich wenden wir f3 . Wir schreiben

1 + i =
√
2ei

π
4 , bzw.

1

1 + i
=

1√
2
e−iπ

4 .

D.h., wir multiplizieren die Radien mit 1/
√
2 und ro-

tieren um −π/4 . Es ergibt sich ein halber Kreisring mit
Innenradius 1/

√
2 und Außenradius 2

√
2 , mit Winkeln

zwischen −5π/4 und −π/4 .

f(D) ={
w ∈ C | w = teiθ,

1√
2
≤ t ≤ 2

√
2, θ ∈

[
−5π

4
,−π

4

]}
f(D) = f3(f2(f1(D)))
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(b)

Die Menge R ist ein Rechteck. Wir zerlegen f in die
Komposition

f = f2 ◦ f1,

mit

u = f1(z) = eπz, w = f2(u) = 2ei
π
4 · u.

R

Für z = x+ iy ∈ R gilt

w = f1(z) = eπ(x+iy) = eπx · eiπy.

Mit x ∈ [− ln(2)
π
, ln(2)

π
] und y ∈ [−1

2
, 1
2
] , erhalten wir

u = seiθ mit s = eπx und θ = πy , wobei

s ∈ [e− ln(2), eln(2)] =

[
1

2
, 2

]
, θ ∈

[
−π
2
,
π

2

]
.

Wir erhalten einen halben Kreisring mit Innenradius
1/2 , Außenradius 2 und Winkeln zwischen −π/2 und
π/2 .

f1(R)

Schließlich führt w = f2(u) eine Streckung um den
Faktor 2 und eine Drehung um π/4 durch.
Für u ∈ f1(R) erhalten wir

w = f2(u) = 2ei
π
4 · seθ = 2sei(θ+

π
4
) = reiφ

mit

r = 2s ∈ [1, 4], φ = θ +
π

4
∈
[
−π
4
,
3π

4

]
.

Wir erhalten einen halben Kreisring mit Innenradius
1 , Außenradius 4 und Winkeln zwischen −π/4 und
3π/4 .

f(R) = f2(f1(R))
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(c)

Die Menge V ist das obere rechte Viertel der Einheits-
kreisscheibe, ohne die Achsen. Wir schreiben

V =
{
z = reiφ | r ∈ (0, 1], φ ∈

(
0,
π

2

)}

V

Für z = reiφ erhalten wir

f(z) =
1

z
=

1

r
e−iφ = seiθ.

mit

s =
1

r
∈ [1,∞), θ = −φ ∈

(
−π
2
, 0
)
.

Wir erhalten also den unteren rechten Quadranten, oh-
ne das Innere der Einheitskreisscheibe und ohne die
Achsen.

f(V )

Aufgabe 2: Bestimmen Sie jeweils alle Lösungen z ∈ C der folgenden Gleichungen.

(a) (alte Klausuraufgabe, 3 Punkte) 2e3z −
√
2(1 + i)

ez
= 0,

(b) z4 = 8(1 + i
√
3) ,

Lösung:

(a) Es gilt

2e3z −
√
2(1 + i)

ez
= 0 ⇔ e4z =

√
2

2
(1 + i).

Für w := e4z soll dann gelten

w = e4z = e4(x+iy) = e4x · ei4y !
=

√
2

2
(1 + i).
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Also:

|w| = |e4x · ei4y| = e4x =

∣∣∣∣∣
√
2

2
(1 + i)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1√
2
+ i

1√
2

∣∣∣∣ =

√
1

2
+

1

2
= 1

⇔ 4x = ln(1) ⇔ x = 0.

Damit bleibt:

ei4y =

∣∣∣∣∣
√
2

2
(1 + i)

∣∣∣∣∣ ⇔ arg
(
ei4y
)

= arg

(√
2

2
(1 + i)

)
+ 2kπ

⇔ 4y =
π

4
+ 2kπ

⇔ y =
π

16
+
k

2
π, k ∈ Z.

(b) Wir haben

z4 = 8(1 + i
√
3) ⇔ |z4| = |z|4 =

√
82 + 3 · 82 =

√
4 · 82 = 16

⇔ |z| = 2.

In Polarkoordinaten, z = reiφ , folgt dann

z4 = r4ei4φ = 16ei4φ = 16

(
1

2
+ i

√
3

3

)
= 16ei

π
3 .

Daraus folgt

4φ =
π

3
+ 2kπ ⇔ φ =

π

12
+
k

2
π.

Wir haben also vier Lösungen, jeweils mit Radius 2 undWinkeln { 1
12
π, 7

12
π, 13

12
π, 19

12
π} .


