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Komplexe Funktionen
fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Klausur SoSe 25 - Losungen

Aufgabe 1. (441 Punkte)

Es sei . -
M:{z:re“"e(C | r€le,e?], p€ [—Z,O}},

und
f(z) = Log (e"™* - 2%) ,

wobei Log den Hauptzweig des natiirlichen Logarithmus bezeichnet.

(a) Bestimmen Sie das Bild f(M) der Menge M unter der Funktion f.

(b) Skizzieren Sie die Mengen M und f(M) oder beschreiben Sie diese mit Worten.

Losung.

(a) Wir schreiben
f=1Ts0fa0fi

mit
u= fi(z) = 22, v = folu) = ey, w = f3(v) = Log(v).
Damit ist

U=hn={z=re*cC | rel@e oe[-20]},

3

W=f3(V):f(M):{z::I:+iy€(C | x€[2,4], y € [—Z q}

V= fo(U) = {z:reMEC | refe?el], pe [—%,ﬂ

(1P.)

(1P.)

(1P.)
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M : Segment des Kreisrings um Null mit Innenradius e, AuBenradius e?, Winkel
zwischen —m/4 und 0, inkl. Rand.

f(M): Rechteck mit Katen von 2 bis 4, bzw. —m/4 bis 7/4, inkl. Rand.
(1P)
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Aufgabe 2. (4 + 1 Punkte)

Fir z=24iye€ C mit z,y € R, sei f:C — C gegeben durch

1 1

1) = gla=af + i (gt a).

(a) Bestimmen Sie alle Punkte, in denen f komplex differenzierbar ist.

(b) Ist f in 2y =0 konform?

Loésung.
(a) Mit
1 2 1,
U<J],y) = 5(1’ - y) ) U(ZE,y) = 51‘ — Y
gilt
U (,y) =T — v, uy(z,y) =y —z,
Ux(xay) =T —Y, Uy(xay) = —Z.

Aus den Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen ergibt sich

!

u(z,y) =vy(z,y) = x—y=—-1x = y=2

Die zweite Gleichung,
—Uy($7y) =T —Y= ’Uw(fl?,y),

(2 P.)

(1P)

ist fiir alle x,y € R erfiillt. Somit ist f differenzierbar in allen Punkten der Form

z=a(l+2i), a eR.

(1P.)

(b) Da u,v auf R? stetig differenzierbar sind, miisste im Falle der Konformitéit f’(0) # 0

gelten. Aber es ist
£1(0) = u5(0,0) +iv4(0,0) = 0,

also ist f in zy = 0 nicht konform.

(1P.)
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Aufgabe 3. (3 + 2 Punkte)

Gegeben sei die Funktion
1

A e V)

(a) Bestimmen und klassifizieren Sie alle isolierten Singularitdten von f. Berechnen Sie
jeweils die zugehorigen Residuen.

(b) Im Folgenden sind jeweils geschlossene Kurven I' skizziert. Wir nehmen an, dass
diese einmal durchlaufen werden und die Pfeile die Orientierung der Kurven anzeigen.

Bestimmen Sie fiir beide Kurven jeweils / f(z) dz.
r
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Losung.

(a) Die isolierten Singularitdten liegen bei z; = 1 und bei z; = i. Beide sind einfache

Polstellen von f . (1P)
Wir erhalten
1 1 1
R 1) = = = —(1+i
1 1 1
1 p— pr— pr— _—— 1 1 .
Res(f,1) il " 2( +1)

(2 P.)

(b) Die Kurve in (1) umlduft z; = 1 zwei mal positiv und 2z, = i ein mal positiv. Aus
dem Residuensatz folgt:

/rf(Z) dz = 2mi- (2Res(f,1) + Res(f,i)) = 27ri-%(1+i) = 7n(—1+1i). (1P)

Die Kurve in (2) umlduft z; = 1 ein mal positiv und 2z, =i ein mal negativ. Aus dem
Residuensatz folgt:

/Ff(z) dz = 27mi-(Res(f,1) —Res(f,i)) = 2wi-(1+1i) = 2x(-1+1). (1P)
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Aufgabe 4. (2 + 1 + 2 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die Mobius-Transformation 7 : C* — C* mit

T(-2i) = oo, T(—i) =4, T(3i) = 0.

(b) Bestimmen Sie das Bild der imaginéren Achse unter 7.

(c) Sei M das Innere des Dreiecks mit den Eckpunkten
20 =—2i, 2z =-242i, 20=2+2i (siche Abbildungen unten).

Welche der folgenden Abbildungen zeigt das Bild von M unter T 7
Begriinden Sie Thre Antwort.
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Losung.
(a) Wir kennen die Nullstelle und die Polstelle von 7', d.h. wir kénnen den Ansatz
z — 31
T(z)=a —— C
(2) =« z+ 21 @c
verwenden. (1P)
Aus der verbleibenden Bedingungen erhalten wir
) —1—3i —4i !
T(—l)—a-_i+2i—a-T—a~(—4)—4 = a = —1,
. 31—z
und somit T'(z) = — : (1P)
21+ 2
(b) Da —d/c = —2i € iR gilt, ist das Bild von iR eine Gerade. Es ist T'(—i) =4 € R und
T(3i) = 0 € R. Daraus folgt T(iR) =R. (1P)

Die Gerade durch z; und z; geht nicht durch —2i, ihr Bild ist also ein Kreis. Das
Bild des Dreiecks kann also nicht durch drei Geraden beschréinkt sein und Abbildung
(2) scheidet aus.

Alternativ: Der Punkt —2i wird auf oo, abgebildet. Der Bildbereich kann also nicht
beschrankt sein. (1P)

In 2z; und 25 schneiden sich die Kanten des Dreiecks jeweils mit einem Winkel kleiner
/2. Da Mobius-Transformationen winkeltreu sind, scheidet Abbildung (3) aus, denn
dort treten nur Schnittwinkel 7/2 auf. (1P)

Die korrekte Abbildung ist also (1).



