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Blatt 7: Präsenzaufgaben

Aufgabe 1:

a) Geben Sie für die folgenden Funktionen jeweils die isolierten Singularitäten an und
klassifizieren Sie diese.

f(z) = 2z3 + 3z2 + 2z + 1
z3 + z4 , g(z) = 1

(z − 1)(z − 2)(z − 3)(z − 4) ,

h(z) = 1
z2 + 2z + 2 und s(z) = sin(z)

z (z2 + 1) .

b) Berechnen Sie die Residuen aller isolierten Singularitäten aus Teil a).

Lösung:

a) f : z0 = 0 : Pol 3. Ordnung, z1 = −1 hebbar.
g : zk = k, k = 1, 2, 3, 4 : Pole 1. Ordnung.
h : z1,2 = −1 ± i : Pole 1. Ordnung.
s : z1,2 = ±i : Da sin(±i) ̸= 0 , sind z1 und z2 einfache Pole.
Für z0 = 0 rechnet man:

f(z) = 1
z

· sin(z)
z2 + 1︸ ︷︷ ︸

q(z) analytisch nahe 0

= 1
z

· [q(0) + q′(0)(z − 0) + · · · ]

= 1
z

·
[
0 + z · q′(0) + z2 · q′′(0)

2 + · · ·
]

·

Damit liegt in z0 = 0 eine hebbare Singularität vor.

b) Res(f ; −1) = 2z3 + 3z2 + 2z + 1
z3

∣∣∣∣∣
z=−1

= 0 .

Res (f ; 0) = 1
2!

(
2z3 + 3z2 + 2z + 1

1 + z

)′′

z=0
= 1

2! (2z2 + z + 1)′′
z=0 = 2 .

Res(g; 1) = 1
(z − 2)(z − 3)(z − 4)

∣∣∣∣∣
z=1

= −1
6 .

Res(g; 2) = 1
(z − 1)(z − 3)(z − 4)

∣∣∣∣∣
z=2

= +1
2 .
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Res(g; 3) = 1
(z − 1)(z − 2)(z − 4)

∣∣∣∣∣
z=3

= −1
2 .

Res(g; 4) = 1
(z − 1)(z − 2)(z − 3)

∣∣∣∣∣
z=4

= +1
6 .

Res(h; −1 + i) = 1
(z2 + 2z + 2)′

∣∣∣∣∣
z=−1+i

= 1
2(−1 + i + 1) = − i

2 .

Res(h; −1 − i) = 1
(z2 + 2z + 2)′

∣∣∣∣∣
z=−1−i

= 1
2(−1−i+1) = + i

2 .

Res(s; 0) = 0 .

Res(s; i) = limz→i
sin(z)

z (z + i) = −sin(i)
2 .

Res(s; −i) = limz→−i
sin(z)

z (z − i) = sin(i)
2 .
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Aufgabe 2:

f, s, h seien die Funktionen aus Aufgabe 1.

a) Geben Sie die komplexe Partialbruchzerlegung von h an.

b) Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes die Integrale∫
|z|=π/2

f(z)dz ,∫
|z|=2

h(z)dz ,
∫ ∞

−∞
h(z)dz ,∫

|z|= 1
2

s(z)dz ,
∫

|z−i|= 1
2

s(z)dz .

Die Kreise sollen einmal in mathematisch positiver Richtung durchlaufen werden.

Lösung:

a) h(z) = Res(h; −1 − i)
z − (−1 − i) + Res(h; −1 + i)

z − (−1 + i) =
i
2

z + 1 + i
−

i
2

z + 1 − i
.

b)
∫

|z|=π/2
f(z)dz = 2πi(Res(f ; 0) + Res(f ; −1)) = 4πi .

∫
|z|=2

h(z)dz = 2πi · (Res(h; −1 − i) + Res(h; −1 + i) = 2πi
(

i

2 − i

2

)
= 0 .

∫ ∞

−∞
h(z)dz = 2πi(Res(h; −1 + i) = π .

∫
|z|= 1

2
s(z)dz = 0 CIS bzw. Residuensatz .

∫
|z−i|= 1

2
s(z)dz = 2πi · Res(s; i) = −πi sin(i) .
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