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Aufgabe 1:

Bestimmen und klassifizieren Sie alle isolierten Singularitdten der folgenden Funktionen.

a) f(z) = 2% sinh(2),
b) f(z) = jj?,ff[‘zj),
¢) flz) = (Zln_(zl))zw z€C\ (—00,0] .

Losungshinweise zu Aufgabe 1:

Hier werden in den Teilen a) und b) die bekannten Reihen von sin bzw. sinh verwendet.
Man kann natiirlich auch wie in Teil ¢) bzw. wie in den Prasenziibungen fiir die Funktion
s geschehen, argumentieren.
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a) Fir f(z) = 2%-sinh(1) = 23 ) ——— = )" ————
2 k1) T 2k )
liegt in 2y = 0 eine wesentliche Singularitat vor.

b)

f(Z) - 22(%2 . 22) (ﬁ _ Z)(g + z) 22
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In zp := 0 liegt also eine hebbare Singularitdt vor. Wegen sin(£7) # £7 liegen
in 21 := +£7 Pole erster Ordnung vor.
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2
Zur Berechnung der Taylorentwicklung von ¢(z) := In(z) mit Enwicklungspunkt
Zp := 1 rechnet man
In(1) =0,
In(z) = 1 = (In(2))._; = 1.

Damit lautet die Taylorentwicklung von ¢(z) = In(z) mit zp:=1

n

0 4(n)
T,(z1)=In(1)+ (2 —1) + Z:Qg !(1)(2— "

n

( Zl) 1 erhalt man:
Z —

1 = g(n)(l) n—4
f(Z):(Z_1)3+Z nl (Z_l) :

n=2

Es liegt also ein Pol dritter Ordnung vor.
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Aufgabe 2:

Berechnen Sie mit Hilfe des Residuenkalkiils die folgenden Integrale bzw. deren Cauchy-
schen Hauptwerte. (Vgl. Folien 149-151 Vorlesung)

o0 1
a) /o x4+16dx'

b) /Oo Mdm w > 0.

—00 132 + 4
©  gsin(wr)
Losung:

a) Die Nullstellen der Funktion 2* + 16 = 0 sind die vierten Wurzeln aus 16¢™ , also
T .37 .57 -7
21 =2€'%, z9g=2e"1, zz3=2"1, z4=2"1,

Nur die ersten beiden liegen in der oberen Halbebene. Damit erhalten wir

/_O:O x4—1kl6 dx = 2mi(Res f(z1) + Res f(22))

Damit folgt

/OOO g —mit (e*ig% + e”%ﬂ)

416 32
7TZ _i3ﬂ s - 7T2 ..
—ﬁ(e T +e 4) = 3—22281n(—1)
om 2
32

©  xcos(wr)
b) [ EEERd =0

denn der Integrand ist ungerade! Dies ergibt sich auch aus der Rechnung im Teil ¢).

c)

w > 0.

/00 x sin(wz) ”

—00 x2+4

Die Funktion f(z) = 214 hat die isolierten Singularitdten =42i. Insbesondere
z

also keine Singularitdten auf der reellen Achse. Es gilt | lim f(z) =0. Nur 2i liegt

z|—00
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in der oberen Halbebene. Nach Vorlesung erhalten wir also

CHW /OO e dx = 2miRes ( =€ )

fe’e) [EQ + 4 22 + 4 =i
2 w2t
= 2mi < ;e 5 ) R
und damit )
/_OO w r = Im (ire ) = e .

Bemerkung: Hier ergibt sich auch rechnerisch das Ergebnis aus b) ndmlich

/00 x cos(wx)

o dx = Re(imre” ) = 0.
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