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Komplexe Funktionen
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Blatt 6: Prasenzaufgaben

Aufgabe 1: Berechnen Sie die folgenden Integrale:

a) 7{ %dz, Oy [0,27] = C,  Ci(t) = 2+,
C
e it
b) j{;dz, Oy : [0,27] = C, Cy(t) = 26,
Co
) ?{Mdz Cy: [0,27] — C, Co(t) = 2t
p (Z _2)2 2 - ) )y V2 - )
z cos(2z2) "
d) jlgidz Cs: [0,27] — C, Cs(t) = 1+ €,
ey
z cos(2z) L i
e) 7{7& Cy: [0,67] = C, Cu(t) = L e,
ey :
z cos(2z) y
) 75 zeostez) ), Cs: [0,67] — C, Cs(t) = 1+ 2,
ey
1 .
g) dz, Ce: [0,47] — C, Cg(t) = —3i+ 3e ™.

cs 22 +22+10

h) ?{ 22 +2
(23 —2242-1)
Cr

dz, Cq: |z—0.5] =1, einmal mathematisch positiv umlaufen.
Losung zur Aufgabe 1:

a) Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist y{ C i = 0.
Cy

b) Nach der ersten Cauchyschen Integralformel gilt (Voraussetzungen: Siehe Vorlesung)

(2) dz = 2mif(2p).

cC 2—2

Also }{ e dz = 2mie® = 27i
s z

¢) Nach der zweiten Cauchyschen Integralformel gilt (Voraussetzungen: Siehe Vorle-

sung)
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iz?
Also % L = 2 (WeiZQ)/ = 2%?. 2iel” = —dn2ie ",
(z —1)2 z=i
Ca
d) Wegen (zcos(2z2))” = (—2zsin(2z) + cos(2z)) = —4zcos(2z) — 4sin(2z)

erhélt man mit der zweiten Cauchyschen Integralformel

I3 ::sz 250_8(7?;) dz = mi|—4zcos(2z) — 4sin(22)]z:% = 27m'(g —/3)

2
e) Aus dem Cauchy-Integralsatz folgt }{ 2 00s(22) dz = 0.

_ T\3
J -9

f) C5 umlauft die Nennernullstelle ebenso wie C3 in mathematisch positiver Richtung,
allerdings drei mal. Daher erhalten wir

2
I ::7{ Mdz: 313 = 2mi(m — 3V/3).

_ T\3
g (#=3)
1
8 = e
Nennernullstellen: 22 +22410= (2 +1)2+9=0 < 25 = —1+ 3i.
g s 1 2
d :?{&d — _92.97 - = ==
%Cgf(Z)Z oz —(—1-3i) " T T8 (1130 3
h) 22 +2 _ 22 +2

(23 —2242—-1) (22+1)(z—-1)
Die Punkte +i liegen auflerhalb von |z —0.5] < 1. Also gilt
249 o 12 42
f ( G dz = ]{ 2+l gz = 2omi (:::) = 3mi.

2 =224 2-1)
2—0.5|=1 |2—0.5|=1

(Cauchysche Integralformel mit f(z) = %32
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Aufgabe 2: Gegeben sind die Funktionsvorschriften:

2+ 32+ 22 1+z2 < cos(z) — 2

O T e I O

a) Wie viele verschiedene Laurent-Reihen gibt es zu g bzw. f bzw. f bei Entwicklung
um zg =07

b) Bestimmen Sie diejenigen Laurent-Entwicklungen der Funktionen f und f zum
Entwicklungspunkt zp = 0, die in der Umgebung des Punktes z* =2 gegen f (2)
bzw. f(2) konvergiert.

Losungshinweise:

a) Zu g gibt es drei Laurent-Reihen um Null, und zwar in den Ringen:

Ry:0< |z <1, Ry: 1<zl <2, Rs: 2 < |zl

Zu f gibt es zwei Laurent-Reihen um Null, und zwar in den Ringen:

Ry:0< |z <1, Ry: 1< |z

Zu f gibt es nur eine Laurent-Reihe um Null. Diese konvegiert in der punktierten
komplexen Zahlenebene:

C\ {0} : 0< |zl

b) Wir entwickeln fir |z| > 1:

£(2) 1+z 1 1+z2 1 (1+1—i)
ya = ——= — — = —
22(z+1) 22 z+1i 22 z 41

_ 1 1 ( 1 ) L 1-i (11
> 22 241i) 22 22 z —?

1 1—i (& (=i 1 & 11—
:§+ >3 (Z ok :7+Zik.zk+3

2
k=0 2 o

-3
— Z_2+ Z (1_Z),Lk+3zk’
k=—0o0

Fir f gilt in der punktierten komplexen Zahlenebene 0 < |z]:

F(2) = cos(z) — 2 _ 2

LN (=08 g
—S+ = —— ¢
22 22 22 kz::[) (2k)!
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