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Aufgabe 1)

a) Essei C der einmal in mathematisch positiver Richtung durchlaufene Einheitskreis
|z| =1.

(& —1)

(ii) Fir eine auf C analytische Funktion gelte | f(z)| = 4 tberall auf der Kurve
C und f(0) =4i. Wie muss dann f aussehen?

1
(i) Berechnen Sie / dz .
c

b) Sei C eine doppelpunktfreie geschlossene stiickweise C! Kurve. Wann ist das In-
tegral

I(C) ::/ S

2 22 +1
definiert?

Welche Werte kann das Integral annehmen, wenn es definiert ist?
Losung:

a) (i) ef=i <= e"eW=1i <= =0 und y=2kr+7/2.
Da |2km 4+ 7/2| > /2 ist, ist der Integrand in |z| < 1 < 7/2 analytisch.

Daher gilt
1

(e* —1)

|z|=1
(ii) Nach Vorlesung (Maximumprinzip) ist f konstant, also f(z) = 4i.

dz = 0.

b) Das Integral existiert, sofern die Kurve weder durch ¢ noch durch —i geht. Die
Kurve ist einfach geschlossen (doppelpunktfrei), also werden die Punkte ¢ und —i
nicht mehrmals umlaufen.

Wenn die Kurve positiv orintiert ist, konnen folgende vier Falle auftreten:

(i) Keines der Punkte +i wird von der Kurve umlaufen. Dann folgt aus dem

Cauchy Integralsatz
I(C)=0

(ii) Der Punkt —i wird von der Kurve umlaufen, aber nicht der Punkt 7. Dann
gilt

](C’):/Zi,dz:%m[ : } ':27ri_—z,:m'

zZ+1 Z—1 —27
C
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(iii) Der Punkt ¢ wird von der Kurve umlaufen, aber nicht der Punkt —i. Dann

gilt
z
I(C)—/MdZ—Qﬂ'i[ } = i = i
zZ—1 24 1] = 21
(iv) Beide Punkte werden umlaufen Dann erhalt man mit Hilfe der Partialbruch-
241 2 (ZT” )

/ 2 T Somi = 2mi

= - —2mi @ = 2mi

2/ 2 ISl ek Tt A

Bei einer negativ orientierten Kurve erhélt man entsprechend die Werte 0, —me, —27¢.
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Aufgabe 2: Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils diejenige Laurentreihe
zum Entwicklungspunkt zp, die im Punkt z = —3/2 gegen f(—3/2) konvergiert.

a) f(z) :z3cos(i), 20=0,
241

b) f(2) = 5y 20=0,
3

C) f(z)_22+z_27 20 =1,
1 .

d) f(z) = , zo=141.

Losungshinweise zur Aufgabe 2:

f(2) = ¥ cos()

z

3<1 LS S T ) <3 2,11 )
= 7z - - — 20— — RN —
222 4lx4 626 2 4lz 6123

Die Funktion ist analytisch in 0 < |z| < co. Die Laurentreihe ist

JE =S+ m st

o <_1)k —2k+3 __ ! <_1)k+1 2k+1
=,§<zk>!z DY (2-2%)!“+

k=—o00

f(z) =

2241 —z+2+1 1/ 2 5
Ry

224+ 2z—-2 (z+2)(z—1) 3\z—1 z+2

Ist iiberall in C analytisch aufler in den Punkten z =1 und z = —2. Wir betrach-
ten die Funktion also auf dem Ring Ry : 1 < |z2| < 2.

Zunachst bestimmen wir die Entwicklungen der einzelnen Terme:

1 1 1 1 —!
>1 = . = —k — k
2 z2—1 =z 1—% sz::DZ ZZ

k=—00

2] <2 : =_. = ’i (=2)* — _i(_})kﬂzk
z+2 2 1—(%) 2 ok =2
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Damit erhalten wir die folgende Entwicklungen der Funktion f im
Ring Ry : 1< |2| <2:

f(z):1+§<iz+ Z k+1k):(§:§z+ "‘Z k+1k)

k=—00 k=—00

Alternativ:

2241 22 4+1 z2+1< 1 1 >

f(2)222+z—2:(z+2)(z—1): 3 -1 z+2

Ist iberall in C analytisch aufler in den Punkten z =1 und z = —2. Wir betrach-
ten die Funktion also auf dem Ring Ry : 1 < |z2]| < 2.

Zunachst bestimmen wir die Entwicklungen der einzelnen Terme:

1 1 1 1 !
|z > 1 : =—- =->F= 3% 2
z—1 z 1—% 2 P
1 1 1 1°°(—z)k s 1ijeat &
2] <2 =5 = =5 = =D (=)
z+2 2 1—(7) 2k:0 ok P 2

Damit erhalten wir die folgende Entwicklungen der Funktion f im
Ring Ry : 1< |2| <2:

k=—o00 k=0

f(z) = z2;1 ( i zk—l—i(—;)kﬂzk)

Zusammenfassen ergibt

1 1 ) 1\ *+1
f(z)= = sz+2+ Zz+2( ) ’“+2+Z<—) 2F
3 k=—o00 k=—00 2 k=0 2
1 1 k—1 1 k+1 1 1
=3 k;wQ,z + 20+ 2+ Z [( 2) 2+ (—2) zk] — 220+4zl)
1 1 k+1
=12 Z P + z + 52( ) .
3\ 2
3 1 1
pu— pu— —_ pum— 1
A e S e P
ist iiberall in C analytisch aufler in den Punkten z =1 und z = —2.. Wir betrach-
ten die Funktion also auf dem Ring R : 0 < |z — 1| < 3. Hier gilt
1 o0
L1 1. ZLZ(_l)k(z_l)k‘
z+2 (z2—1)+3 3 1 — (—(Z _ 1) 3 =
Und damit

-3

k=0

f(z
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d) Die Funktion f(z) = o hat eine isolierte Singularitét in z; = 7. Es gibt eine
z—1i

Laurentreihe im punktierten Kreis 0 < |z — zp| < 1 und eine im Ring 1 < |z — z| .

Wir entwickeln zunéchst g(z) = - im dufleren Ring um zy = 1+1.
— 1

1 1 1 1

9(2) = — = : = <
z—i  z—(1+i)+1  z—(1+19) 1
b (1+47)
i o i) S B aearen

- Z (1M1 (= = L+ D)

Die gesuchte Reihenentwicklung erhdlt man nun durch zweimaliges Ableiten:

1 —1

J(z) = — = = Y (D) k(2 — (1 40))F?
k=—o00
S =2t = 3 DR D - (L) s
1 1 & k+1 k-2
G_ip 2 k_Z;OO (=D k(k—1) (2 — (1 +14))
= ; 3 (=) (B +2)(k4+1) (2 — (1 44))*
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