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Aufgabe 1:

b
a) Bestimmen Sie eine Mobiustransformation 7': C* — C*, T(z) := 0zt

TG =0, T0) =2, T(2) = .

b) Bestimmen Sie die Bilder der folgenden verallgemeinerten Kreise unter der Trans-
formation T.

(i) K := imaginare Achse,
(ii) Ko:={z€ C: |z] =2},
(iil) K := reelle Achse.

c¢) Bestimmen Sie das Bild der Viertelebene
S:={ze C:Re(2)>0,Im(z)>0}.
d) Bestimmen Sie das Bild von

H:={ze C:Re(z)>3}.

Losungsskizze:

T(0) = 2, = T(z) =

z—2
b) (i) Wegen der gegebenen Bilder von 0, 7, 2i ist T(iR) = R.
Alternative Losung: 2i € iR <= T(iR) ist eine Gerade.
T(0) = 2, T(c0) = 4 <= T(iR) = R
(ii) 2i € Ky <= T(K3) ist eine Gerade.
K, symmetrisch zu iR = T'(K3) symmetrisch zu R.
T(—-2i) = 4<__ 4‘3;1) = 3 <= T(K,) ist die Parallele zur imaginéren Achse
durch den Punkt 3

g =T(K;) ={weC:w=3+iv,ve R}
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(iii) 2i ¢ R <= T(R) ist ein echter Kreis Kp.
R symmetrisch zu iR und Ky == T(R) ist symmetrisch zu R und
g2 . Der Mittelpunkt des Bildkreises ist also M = 3.
Wegen T'(0) = 2 ist der Radius R =1.

c¢) Das Bild der Viertelebene wird berandet durch R und Kg.

Nun kann man zum Beispiel rechnen:

T(2i) = oo = obere Halbebene — Auflere von Kx.

8—4i  2(2—i)(1+1) o .
5 9 152 + 20—+ 341

Die rechte Halbebene wird also auf die obere Halbebene abgebildet.

T(2)

TS) ={we C:Im(w)>0,|w—-3>1}.

Oder zum Beispiel:
4+8i—44
T1+2i) = ——— =4+ 4
UH2) = gy —4H 0

Liegt in der oberen Halbebene und Auflerhalb von Kp, also

TS) ={we C:Im(w)>0,|w—-3]>1}.

Das Bild der Geraden Re(z) = 3 ist ein echter Kreis, da 2i nicht auf der Geraden

liegt. Der Mittelpunkt C' und oo sind symmetrisch beziiglich des Bildkreises. Also

ist

T7(o0) = 2i bzgl. der Geraden Re(z) = 3 symmetrisch zu T7(C)

4(2i 46 — 1)
2i4+6— 21

Wegen T(co) = 4 hat der Kreis den Radius r = 2. Wegen T'(0) = 2 wird E :

Re (z) > 3 auf das Innere des Kreises abgebildet.

— T H0)=2i+6 < C=T(204+6) = —4+ 2

2 2
T(H) = {we C: ]w—4—§l|<§}.
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Aufgabe 2:

In welchen Punkten ihres Definitionsbereiches sind die folgenden Funktionen komplex
differenzierbar?

a)

f1:C— C, fi(z) = Re(z) -Im(z2).

b) f2 :C— C,

f2(2) = Re(2) +2)> — (Im (2) +2)* + i[lm (2)(Re (2) +4) + Re(2)(Im (2) + 4)} '
52

c) f3:C\{0} = C, f3(2) = =
Tipp: Verwenden Sie die Cauchy Riemannschen Differentialgleichungen in Polarko-
ordinaten: u, = %% und v, = _%Uw-

Losungsskizze:

a) fi(z) = Re(z) - Im(z2) = 2y+0-i <= u=2y, v=0
Wir iiberpriifen die Cauchy Riemannschen Differentialgleichungen:
Uy =Vy <= y =0, und Uy ==V, <= =10
Die Funktion ist nur in Null komplex diff.bar.

b) fa(2) = (Re(2) +2)% = (Im (2) +2)% +i[Im (2)(Re (2) +4) + Re (2)(Im (2) +4) | -

u=(r+2)?—(y+2)> und v=y(zr+4) +z(y +4)
Also u, =2(x+2)=vy=o+4+2 und —u, =2y +2)=v, =y+y+4.
Die Funktion ist also tiberall komplex diffbar. Es ist fo(z) = (z + 2 + 24)? — 8i.

L2 p2p2ip s
f3(2) E e = Te r-cos(3¢) + i r-sin(3p)
u, = cos(3p), Lv, = 3 cos(3yp)

f5 kann nur in Punkten mit cos(3¢) = 0 differenzierbar sein.
v, = sin(3yp), Tu, = —3-sin(3p)
f5 kann nur in Punkten mit sin(3¢) = 0 differenzierbar sein.

Es gibt aber keinen Winkel fiir den Sinus und Cosinus verschwinden. f3 ist nirgends
differenzierbar.

Alternativ:

Die Funktion f4(z) = z = x — 1y ist nicht holomorph. Denn u, =1 # v, = —1.
Wdre f3 holomorph, so wdire auch

2% (f3(2))~' holomorph!
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Aufgabe 3:
Hinweis : Sie brauchen keine konkrete Transformation anzugeben.

a)

Zur Losung eines Potentialproblems soll das Gebiet aulerhalb der beiden Kreisschei-
ben

K = {zE(C clp—2] < §}, und

2
Ky = {ZE(C:],Z—FH < %}

auf ein Parallelstreifen oder auf das Innere eines Kreisringes um Null abgebildet wer-
den. Welche der beiden Transformationen ist mit Hilfe einer Mobius-Transformation
moglich?

b) Es seien «, f € R mit a < [ fest vorgegeben. Welche der folgenden Gebiete
konnen mittels einer Mobiustransformation auf einen Sektor der Form
S = {we C:w=re? reRf, —m <y < ¢ < @y < 77}
abgebildet werden? Bitte begriinden Sie Ihre Antworten.
(i)
Gi={zeC:a<|z|< p}.
(ii)
Gy:={2€ C:a< Re(z) < p}.
(i)
3 3
Gy = {ze C:lz—al< 2g—al, |z- fl < 4\5—04} .
Losung:

a)

Das Urbild wird begrenzt durch die zwei Kreise
Cy = {zEC Dz —2] = %}, und

}

Diese beiden Kreis haben einen Schnittpunkt in 2z, = % Bei der Abbildung auf
einen Ring miissten die Kreise auf zwei schnittfreie Kreise abgebildet werden. Das
ist nicht moglich!

oo

Cy = {ZG(C:|z+1| =

Bei der Abbildung auf einen Streifen miissen die Kreise auf zwei Graden ¢; und g
abgebildet werden. Diese haben einen Schnittpunkt, ndmlich den unendlich fernen
Punkt. Man bildet also den Schnittpunkt der beiden Kreise auf den unendlich fernen
Punkt ab und erhélt als Bilder der Kreise C; und Cy zwei Geraden. Da die Kreise
keine weiteren Schnittpunkte haben, haben auch die Bildgeraden keine weiteren
Schnittpunkte. Sie sind also parallel.

Wahlt man zum Beispiel reelle Koeffizienten, so werden die Mittelpunkte M; und
M, von C7 und Cy auf reelle Zahlen abgebildet, g; und ¢ stehen senkrecht auf R
und der unendlich ferne Punkt wird auf (T'(M;)+T(Ms))/2 abgebildet. Das Gebiet
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auBerhalb der beiden Kreisscheiben wird also auf den Parallelstreifen zwischen g¢;
und g, abgebildet.

Eine Abbildung auf einen Streifen ist also moglich. Zum Beispiel T'(z) =

1

z —

1
2

b) Ein Sektor S der angegebenen Form wird begrenzt durch zwei verallgemeinerte
Kreise mit den zwei Schnittpunkten Null und oo .

(i)

(i)

(iii)

Das Ringgebiet
Gi:={zeC:a<|zl< g}.

wird begrenzt durch zwei schnittfreie verallgemeinerte Kreise. Die Transforma-
tion von G auf S mittels einer Mobiustransformation ist nicht moglich.

Der Parallelstreifen
Gy:={2€ C:a< Re(z) < p}.

wird begrenzt durch zwei verallgemeinerte Kreise mit dem Schnittpunkt oo.
Die Transformation von G5 auf S mittels einer Moébiustransformation ist nicht
moglich.

Das Gebiet
3 3
Gy = {ze C:le—al< {18-al |- fl < 4|5—a|} .
wird begrenzt durch zwei verallgemeinerte Kreise mit zwei Schnittpunkten z;

und 2z, . Bildet man mittels Mobiustransformation einen dieser Schnittpunkte
auf Null ab, und den anderen auf co so geht (G5 in einen Sektor iiber.
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