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Aufgabe 1:

a) Geben Sie eine Mobius-Transformation an, mit

T(0) = 2i, T(4) = 0, T(8) = cc.

b) (i) Bestimmen Sie die Bilder folgender Geraden unter der Abbildung 7' aus a).

Geben Sie dazu jeweils eine genaue Begriindung an.
A) g1 = {z€C" : Im(z) =0}.

B) g0 ={2€C* : Im(2z) =8—Re(2)}.

C) g3 ={2€C*: Re(z)=Im(2)}.

(ii) Auf welche Menge wird dann das Innere des Dreiecks mit den Ecken 0, 8, 4444
abgebildet? Fertigen Sie Skizzen der Urbild- und Bildebene an!

Losungsskizze zur Aufgabe 1)

a) T(4) = 0, T(8) = oo:>T(z):a~z:;1.
z—4
-8

T(0)=2=2 = T(z) = 4i-

(i) Verallgemeinerte Kreise durch 8 werden auf Geraden abgebildet.
A) Also ist das Bild der reellen Achse eine Gerade, wobei

gilt. Es ist also T(R) =i - R.

B) Das Bild von g = {z € C* : Im(z) = 8 — Re(z)} ist wegen 8 € ¢o
ebenfalls eine Gerade. Es gilt T'(co) = 4i und zum Beispiel

, S 8i—4 . 2i—1 (26 —1)(—i — 1) ,
T(8i) = 4i - ,_8:22-2,_1:2- e =1+3
oder zum Beispiel
T(4+ 4i) = 4i & PR Y

VT e T e T

T(ge) = {z€C* : Im(2) =4 —Re(2)}.
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C) Das Bild von g; ist ein echter Kreis K da 8 ¢ gs.
Der Bildkreis geht durch die Punkte
T(4+4i) =2+ 2i,T(0) = 2i,T(c0) = 4i
Der Mittelpunkt des Bildkreises liegt auf der Mittelsenkrechten auf die
Verbindung von 2+ 27 und 2i. Alsoist M =1+1b.
Der Mittelpunkt liegt auf der Mittelsenkrechten auf die Verbindung von
47 und 2i. Alsoist M =1+ 3.
Fiir den Radius rechnet man zum Beispiel wegen 2¢ € Bildkreis:

R=\/(1-02+(3-22= 2
(ii) Das Dreieck wird begrenzt durch die Geraden gy, g2, g3. Das Bild wird also
durch die Bilder dieser Geraden begrenzt.

Wegen T'(4) = 0 liegt das Bild aulerhalb von K und unterhalb von T'(gs).
Wegen T'(4 + 4i) = 2+ 2i liegt das Bild rechts von T'(¢;) .

Alternativ, rechnet man das Bild eines Punktes aus dem Inneren des Dreiecks
aus. Zum Beispiel:

Wegen T(4+i) = £(1+1).
So oder so erhalt man als Bild, die Punkte w = u + iv € C mit:
w>0,v<4—u, |w—(1+3i)] > V2.
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Aufgabe 2:

Es sei ¢ die imagindre Einheit und z =z + iy, x,y € R.

a) Fur welche k,l € R ist die Funktion
f:C = C, f(z) = (2®+ kay?) + i (lmQy — yS)
in jedem Punkt aus C komplex differenzierbar?

b) Gegeben ist die Funktion
u(z +1y) = Re (f(z +iy)) = 3cos(4x)e?? .

i) Zeigen Sie, dass die Funktion u harmonisch ist.

ii) Bestimmen Sie alle zu u konjugiert harmonischen Funktionen v, das heifit alle
Funktionen v, fir die f = wu + v iiberall in C komplex differenzierbar ist.

Losungsskizze:

a) Mit der tiblichen Bezeichnung z = x + iy gilt

f(z) = (@ + kxy®) +i- (l:c2y - y3) :
(zy) (zy)
u(x, v(z,y

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen lauten:

Uy = 322 + ky? évy: 2% — 3y? also’ —k=1=3

und

—u, = —2kzy = v, = 2lzy also .

Fir k= -3 und | =3 ist f auf ganz C komplex differenzierbar.
b) 1) uge = (—12sin(4a)e?), = —48cos(4x)e® .

Uy, = (+12cos(4x)et), = 48 cos(dx)e™.

Also Au = g, + 1y, = 0.

i) f(2) =u(z2) +iw(2), u(z +iy) = Re (f(z + iy)) = 3cos(4z)e?? .

vy =u, = —12sin(4z)e? <= v(z,y) = —3sin(4x)e + c(x),

—u, = —12cos(4x)e® Loy, =12 cos(4x)e + ' (x)

< d(r) = 0 = v(z,y) = —3sin(dx)e® + C, CeR.
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Aufgabe 3:
Zur Losung eines Potentialproblems soll das Gebiet aulerhalb der beiden Kreisscheiben

K = {zE(C:|z—g| < 5}, und

2
Ky = {zEC:|z+%| < %}

auf das Innere eines Kreisringes um Null abgebildet werden. Geben Sie eine geeignete
Transformation an.

Losungsskizze:

Man kann direkt die Folien 60-61 der Vorlesung nutzen, oder selbst wie folgt herlei-
ten. Es seien K; und K, die Rander von K; und K. Wir verwenden eine Mobius-
Transformation, die diese beiden Kreise auf zwei konzentrische Bildkreise abgebildet.

Im Bild sind Null und der unendlich ferne Punkt symmetrisch zu beiden Bildkreisen. Sie
miissen daher die Bilder derjenigen zwei Punkte pi, po sein, die im Urbild symmetrisch
zu beiden Kreisen K; und K, sind. Die gesuchten Punkte p; und py liegen auf der
Verbindungstrcke der beiden Mittelpunkte von K; und K, also auf der reellen Achse.

Aufgrund der symmetrischen Lage der beiden Kreise zur imagindren Achse gilt p; =
—po =: p. Die Bedingung der Symmetrie bzgl. K, lautet nun:

5 bt 3\ 2 9 5\ 2 3\?
—_ =) (—pp — =) = — e — — — :4
=3 (p=3) (2) = (2) (2)
Wir wahlen p; = —2 und py, = 2.

Fir T'(z) := ZT gilt
2

o Die reelle Achse wird auf die reelle Achse abgebildet.

o Die Kreise K; und K, werden auf echte Kreise abgebildet, die symmetrisch zum
Bild der reellen Achse liegen. Die Mittelpunkte der Bildkreise liegen also auf R =

T(R).
o Es gilt:
—4 —2 —1-2
T(—4) .= = T(-1) := = —
(=4) —4 42 3 (=1) —1+2

Das Bild von K ist der Kreis mit Radius 3 um 0.

4—2 1-2
TMA)=-— =1 P1)=_-_-=_1,
) 442 ¥ (1) 142 3
Das Bild von K5 ist der Kreis mit Radius % um 0.
Wegen T'(0) = —1 wird das Gebiet zwischen den beiden Kreisscheiben auf das

folgende Ringgebiet abgebildet:

R := {zE(C:;<|z|<3}.
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