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Komplexe Funktionen

fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften
Blatt 3: Prasenzaufgaben

Aufgabe 1:

In(z) bezeichne den Hauptwert des komplexen Logarithmus. Gegeben seien die komplexen
Zahlen

Z1 = \/5(—1 + Z), 29 = 32, zZ3 — —47.

a) Berechnen Sie die kartesischen Darstellungen von

Z4 1= 21 R, Ry i=— - 26— k1 R3, R7i= .
b) Berechnen Sie In(zy), k=1,2,...,7.

¢) Vergleichen Sie fur k= 2,3

In(z; - z¢) mit In(zy) + In(zx)
und

In(2) mit In(z1) — In(zg) .

21

Zk

d) Fir welche komplexen Zahlen gelten die aus R bekannten Rechenregeln:
In(a-b) = In(a) + In(b), In(§) =In(a) —In(b) 7

Losungsskizze:

a) Berechnen Sie die kartesischen Darstellungen von

Zpi= 22 = V2(—=1+14) - 3i = 3v2(—1 — 1),
2y 1= 2 = 7\/5(_1+i) = g(l +2),

26 =21 23 = V2(=141) - (—4i) = 4/2(1 +1),

: V2(—1+i )
Z7.=g=%=§(—1—1),

b) Es gilt In(z) = In(|z|) + iarg (z) wobei arg(z) € (—m, 7). Man erhalt:
2 = 26T = In(z) = In(2) + %"
2 =3¢'? = In(z) = In(3) + i3
z3=4e7"% = In(z;) = In(4) —iZ.
=In(6) — 3T |

)
zp =24 = %e’% — In(z;) = 111(%) +if

.5 _ .37
24 =21 29 =06e"1 =671 = In(zy

1,i3¢
ze'a
23 26
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c)

In(z1 - 29) = In(6) — i3 # In(21) + In(22) = In(6) + 12 .
In(z - z3) = In(8) +45 = In(2;) + In(z3).

In(2) = In(2) +i% = In(z1) — In(22).

In(2) = In(3) — 437 # In(z1) — In(z3) = In(3) + 2.

In(cy - ¢2) = In(cy) + In(e2) gilt in C genau dann, wenn
—m < arg(c) +arg(c2) < 7.
In(2) = In(c;) — In(c) gilt in C genau dann, wenn

—m < arg(c1) —arg(co) < 7.
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Aufgabe 2: Es seien
Dy ={reR: —co< < —2}U{z€@ tz = 2ei¢,¢6}0,ﬂ[}u{x€ R:2< < o0},

und
Dy={zeR: —0o< z< —2}U{26(C12:26i¢,¢€}7r,27r[}u{x€ R:2< z< oo} .

2
Bestimmen Sie die Bilder von D; und D, unter der Abbildung f(z) = — +
2

DO |

Auf welche der Mengen D, Dy, D1 U Dy ist f umkehrbar?

Losung zur Aufgabe 2:

fistin C \ 0 differenzierbar mit f/(z) = —% + 3.

Es gilt f/(2) =0 <= 2= 2.

f ist also monoton auf | — oo, —2] und [2, o0].

Jim f(2) = — o0 und f(=2) = —2 — (] — 00, ~2]) =] — o0, 2]

lim f(z) = co und f(2) =2 = f([2,00[) = [2, 0]

Z—00

F2e9) = 2 + % = 7 4 ¢ = 2cos(9)

Fiir ¢ €]0, 7| durchlduft f(2e*) also das Intervall | — 2,2[ riickwiirts.

Fir ¢ €], 2r[ durchlauft f(2¢) also das Intervall | — 2,2[ vorwérts.

Insgesamt also f(D;) = f(D2) = R.
f ist auf Dy und Dy aber nicht auf Dy U Dy umkehrbar.
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Aufgabe 3:

a) (i) Wie viele Losungen hat die Gleichung (z — 2i)!0 = 2197
(ii) Zeigen Sie, dass alle Losungen der Gleichung aus i) auf der Geraden Im (z) = 1

liegen.

b) (Nur fir die sehr schnellen Studierenden)
Wie viele Losungen hat die Gleichung (2 — 2i)" = 2" ?

Losung:

a) (i) Nach Abzug von 2! auf beiden Seiten sucht man die Nullstellen eines Po-
lynoms neunten Grades in C. Es gibt also (ggf. unter Beriicksichtigung der
Vielfachheiten) neun Lésungen.

w (z =201 = 21 = |(z = 2))"Y] = || = |z —2i|"" = [2|"°
d.h. z hat den gleichen Abstand von 2i und 0. z liegt also auf der Mittel-
senkrechten der Verbindung von 0 und 2i. Die Losungen liegen also auf der
Geraden
z=x+1, r € R.
b) Losungen von (2 — 2i)" = 2°:
Es sei w:= f(2):= 2'. Dann gilt
w= 2" =exp(n(z))’ = exp(In(z)-i) = exp (z In(|z]) + i arg (z))
Also
jw| = e (), arg (w) = In(|z|) + 2kn fir geeignetes k € Z.
Gilt nun @ := (z — 2i)" = 2' = w, so muss zunéchst
|w| = |w| gelten. Also
e 8 — gmare (%) — aro(2) = arg(z — 21) = z=1iy,y € R\ [0,2]
Des Weiteren muss
exp (i - 1n((2])) = exp (i - In(|= — 2i])
gelten. Also mit einem k € Z:
1wy — 21

2
In(|z — 2i|) = In(|z|) + 2k = 1n< : ) =2kt = [1—=| = &*7

= Y Yy
Fir y < 0 oder y > 2 konnen die Betragsstriche weggelassen werden und man
erhalt:

2 :
Es gibt also unendlich viele Losungen
2
Zk:il_e:lﬁkw ke N

Bearbeitung: 07.05.24. Am 09.05. fallen die Gruppen wegen des Feiertags aus!



