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Aufgabe 1) [3 Punkte]

Es sei i die imaginäre Einheit. Bestimmen Sie alle komplexen Lösungen der Gleichung

2e3z −
√

2(1 + i)
ez

= 0.

Lösungsskizze zur Aufgabe 1) [3 Punkte]

2e3z −
√

2(1 + i)
ez

= 0 ⇐⇒ 2e3z =
√

2(1 + i)
ez

⇐⇒ e4z =
√

2
2 + i

√
2

2 .

w := e4z = e4x+i4y = e4x · ei4y =
√

2
2 + i

√
2

2 . [Umformen und Ansatz: 1 Punkt]

|w| = e4x !=
∣∣∣ 1√

2 + i 1√
2

∣∣∣ =
√

1
2 + 1

2 = 1 ⇐⇒ 4x = ln(1) = 0 ⇐⇒ x = 0 . [1 Punkt]

ei4y = 1√
2 + i 1√

2 ⇐⇒ arg (ei4y) = arg
(

1√
2 + i 1√

2

)
+ 2kπ

⇐⇒ 4y = π
4 + 2kπ ⇐⇒ y = π

16 + k
2π k ∈ Z. [1 Punkt]
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Aufgabe 2) [2 + 2 Punkte]

Es sei i die imaginäre Einheit und z = x + iy, x, y ∈ R.

a) Für welche k, l ∈ R ist die Funktion

f : C → C , f(z) := (x2 − ky2 + 2x) + i · (2xy + l · y )

in jedem Punkt aus C komplex differenzierbar?

b) Für welche z ∈ C \ {0} ist die Funktion

f : C \ {0} → C , f(z) := 3
z

+ z

3

winkeltreu?

Lösung zu 2:

a) Mit der üblichen Bezeichnung z = x + iy

f(x + iy) = (x2 − k · y2 + 2x)︸ ︷︷ ︸
u(x,y)

+i · (2xy + l · y )︸ ︷︷ ︸
v(x,y)

.

müssen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen für alle x, y ∈ R erfüllt sein

ux = 2x + 2 != vy = 2x + l also l = 2
und
−uy = 2ky

!= vx = 2y also k = 1 .
Für k = 1 und l = 2 ist f auf ganz C komplex differenzierbar. (2 Punkte)

b) f(z) := 3
z

+ z
3 ist für alle z ∈ C \ {0} komplex differenzierbar und damit in diesen

Punkten winkeltreu sofern f ′(z) ̸= 0 gilt.
f(z) := −3

z2 + 1
3 = 0 ⇐⇒ 3

z2 + 1
3 ⇐⇒ z2 = 9.

f ist also für alle z ̸= ±3 aus C \ {0} winkeltreu. (2 Punkte)
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Aufgabe 3: [7 Punkte]

Gegeben ist die Funktionsvorschrift:

f(z) = 1
(z − 2)2(z + 3) .

a) Wie viele verschiedene Laurent-Reihen gibt es zu f bei Entwicklung um z0 = 2? Geben
Sie jeweils die Ringe an, in denen die Laurent Reihen gegen f konvergieren.

b) Berechnen Sie für jeden der Ringe aus Teil a) diejenige Laurent-Entwicklung der Funk-
tionen f , die in dem Ring gegen f konvergiert.

Lösung zu 3:

a) (2 Punkte)
Zu f gibt es zwei Laurent-Reihen mit z0 = 2.
Eine die im Ring R1 : 0 < |z − 2| < 5, konvergiert
und eine die im Ring R2 : 5 < |z − 2| konvergiert.

b) f(z) = 1
(z−2)2(z+3) = (z − 2)−2 1

z+3 .

Wir entwickeln g(z) := 1
z+3 = 1

(z−2)+5 in jedem der Ringe. (1 Punkt)
In R1 erhalten wir

g(z) = 1
(z − 2) + 5 = 1

5 · 1
1 − (− z−2

5 ) = 1
5 ·

∞∑
k=0

(−1)k(z − 2)k

5k
.

Und damit

f(z) = (z − 2)−2
∞∑

k=0

(−1)k(z − 2)k

5k+1 =
∞∑

k=0

(−1)k(z − 2)k−2

5k+1

=
∞∑

k=−2

(−1)k(z − 2)k

5k+3 .

(2 Punkte)

In R2 erhalten wir dagegen

g(z) = 1
(z − 2) + 5 = 1

z − 2 · 1
1 − (− 5

z−2) = 1
z − 2 ·

∞∑
k=0

(−1)k5k

(z − 2)k
.

Und damit

f(z) = (z − 2)−2
∞∑

k=0

(−1)k5k

(z − 2)k+1 =
∞∑

k=0
(−1)k5k(z − 2)−k−3

=
−3∑

k=−∞
(−1)−k−35−k−3(z − 2)k.

(2 Punkte)



Komplexe Funktionen, Wise 2024/25 04.03.2025 (Struckmeier) 5

Aufgabe 4: [4 Punkte] (Pa 7)

Gegeben ist f(z) = 1
z2+4z+5 .

a) Bestimmen Sie die isolierten Singularitäten von f und klassifizieren Sie diese.

b) Berechnen Sie die Residuen aller isolierten Singularitäten von f .

c) Berechnen Sie
∫ ∞

−∞
f(z)dz.

Lösung zu 4:

a) z2 + 4z + 5 = (z + 2)2 + 1 = 0 =⇒ z1,2 = −2 ± i.
z1,2 sind einfache Nullstellen des Nenners und der Zähler ist konstant gleich Eins.
Daher sind z1,2 einfache Pole.
(1 Punkt)

b) Res(f ; −2 − i) = 1
z−(−2+i)

∣∣∣
z=−2−i

= 1
−2i

= i
2 .

Res(f ; −2 + i) = 1
z−(−2−i)

∣∣∣
z=−2+i

= 1
+2i

= − i
2 .

(2 Punkte)

c)
∫ ∞

−∞
f(z) = 2πi(Res(f ; −2 + i) = 2πi(− i

2) = π.

(1 Punkt)
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Aufgabe 5: [2 Punkte]

Gesucht ist eine Möbiustransformation T : C∗ → C∗, T (z) := az + b

cz + d
, die die reelle Achse,

die imaginäre Achse und den Kreis mit Radius Eins um z = 1 auf Geraden abbildet.

a) Wie muss T aussehen?

b) Wie muss T aus a) aussehen wenn zusätzlich die Bilder aller Geraden durch den Punkt
w = 1 gehen sollen?

Lösung zu 5:

a) Der gemeinsame Punkt aller drei verallgemeinerten Kreise, nämlich z = 0 muss auf
den unendlich fernen Punkt abgebildet werden, also

T (z) = az + b

z
, a, b ∈ C.

b) Der gemeinsame Punkt aller Geraden, nämlich der unendlich ferne Punkt, muss auf
w = 1 muss abgebildet werden, also

T (z) = z + b

z
, b ∈ C.


