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Aufgabe 1) [3 Punkte]

Es sei ¢ die imagindre Einheit. Bestimmen Sie alle komplexen Losungen der Gleichung

V2(1 + i)

62

2¢% — = 0.

Losungsskizze zur Aufgabe 1) [3 Punkte]

V2(1 4 i) V2(1 + i) e V2 V2

2¢% — =0 2" = "= = ¥ = i
e* e* 2 2
w = e = ety = plv . gy — ? + 2? [Umformen und Ansatz: 1 Punkt]
! .
lw| = et = ‘%—i—z%’ =/3+i=1<=4dr=In(1) =0 < 2=0. [1 Punkt]

e = 5 +igs <= arg (") = arg (% —i—z%) + 2km
= dy =T+ 2%kr<y=7+ %  keZ [1 Punkt]
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Aufgabe 2) [2 4 2 Punkte]

Es sei ¢ die imaginédre Einheit und z = x 4+ 1y, =,y € R.

a) Fir welche k,1 € R ist die Funktion
f:C—=C,f(z)=@"—kyf+2z2) +i-ay +1-y)
in jedem Punkt aus C komplex differenzierbar?

b) Fiir welche z € C\ {0} ist die Funktion

f:C\{omc,ﬂz)::};

winkeltreu?
Losung zu 2:

a) Mit der iiblichen Bezeichnung z = = + iy
flx+iy) = (® —k-y* +22) +i- ey + 1-y).

u(z,y) v(@,y)
miissen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir alle x,y € R erfillt sein

Uy = 20+ 2 = vy = 2% +lalso

und

—u, = 2ky < vy = 2y also .

Fir k=1 und [ = 2 ist f auf ganz C komplex differenzierbar. (2 Punkte)

b) f(z) := 2 + Z ist fiir alle z € C\ {0} komplex differenzierbar und damit in diesen
Punkten winkeltreu sofern f’(z) # 0 gilt.

f(2) ::;73—1-%:0 — Z%+% > 22=0.
f ist also fur alle z # +3 aus C \ {0} winkeltreu. (2 Punkte)
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Aufgabe 3: [7 Punkte]

Gegeben ist die Funktionsvorschrift:

f(z2) = .

(2 —2)2(2+3) "

a) Wie viele verschiedene Laurent-Reihen gibt es zu f bei Entwicklung um zy = 27 Geben
Sie jeweils die Ringe an, in denen die Laurent Reihen gegen f konvergieren.

b) Berechnen Sie fiir jeden der Ringe aus Teil a) diejenige Laurent-Entwicklung der Funk-
tionen f, die in dem Ring gegen f konvergiert.

Losung zu 3:

a) (2 Punkte)

Zu f gibt es zwei Laurent-Reihen mit zy = 2.
Eine die im Ring R; : 0 < |z — 2| < 5, konvergiert

und eine die im Ring Ry : 5 < |z — 2| konvergiert.
b) f(2) = Goapey = . — 2o
Wir entwickeln ¢(z) := lerS = (Z—;)+5 in jedem der Ringe. (1 Punkt)
In R; erhalten wir
1 1 1 1 & (z —2)F
99 = 975" 5 T-(-=9) 5 k; ‘
Und damit
s (D=2 & (=DM - 2)h
f(Z):(Z—Q)zzT:Z s
k 0 k=0
Z (z —2)F
=, 5k+3
(2 Punkte)
In R, erhalten wir dagegen
1 1 1 1 & (—1)k5*
9 = LTy T a2 - (—2) z-2 'kzzo(z—z)k'

Und damit
f2) = (- 22y f_l;f = (1) -2

k=0

= > (=1) PR 2R,

k=—00

(2 Punkte)
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Aufgabe 4: [4 Punkte] (Pa7)

Gegeben ist flz) = m.

a) Bestimmen Sie die isolierten Singularitdten von f und klassifizieren Sie diese.

b) Berechnen Sie die Residuen aller isolierten Singularitédten von f.

[e.o]

c¢) Berechnen Sie/ f(z)dz.

Losung zu 4:

a) 22 +42+5=(2+42241=0= 2z15= —2=%i.
212 sind einfache Nullstellen des Nenners und der Zahler ist konstant gleich Eins.

Daher sind z; o einfache Pole.
(1 Punkt)

b) Res(f;=2—1) = =25y
Res(f; —2+1i) = ﬁ
(2 Punkte)

z=—2—14

i
s=—24i  +2 2

c) /OO f(z) = 2mi(Res(f; —2+1i) = 27m'(—§) = .

—0o0

(1 Punkt)
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Aufgabe 5: [2 Punkte]

b
Gesucht ist eine Mébiustransformation 7': C* — C*,  T(z) := 0zt 5 die die reelle Achse,
cz

die imaginédre Achse und den Kreis mit Radius Eins um z = 1 auf Geraden abbildet.

a) Wie muss 7" aussehen?

b) Wie muss T" aus a) aussehen wenn zusétzlich die Bilder aller Geraden durch den Punkt
w = 1 gehen sollen?

Losung zu 5:

a) Der gemeinsame Punkt aller drei verallgemeinerten Kreise, ndmlich z = 0 muss auf
den unendlich fernen Punkt abgebildet werden, also

b
T(z)= azz—i— , a,be C.

b) Der gemeinsame Punkt aller Geraden, ndmlich der unendlich ferne Punkt, muss auf
w = 1 muss abgebildet werden, also

b
T(z) = Zj . beC.




