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Tutoren gesucht:
Fiir die Durchfithrung und Korrektur von Ubungen
zu Mathematik III im Wintersemester 2023/24

suchen wir noch studentische Tutoren.

Bewerbungen bitte per email (bis Vorlesungsende) an
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mit Namen, Matrikelnummer, Studiengang

und bisherigen Klausurergebnissen in Mathematik.
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Aufgabe 1:

Fiir die folgenden Funktionen

W o=

b) f(z) = 1+2 ;4exp(z) |
¢) f(z) = cosh% - sinh% |
) f(z) = ZSI;:

bestimme man:

Lage und Art der (endlichen) Singularitidten, die zugehorigen Residuen und die er-
sten vier (nichtverschwindenden) Summanden der Laurentreihe um z = 0, die fiir
grofle z konvergiert.

Losung:
a) Die Singularitéten von

24+ z2-2 (242)(z—-1) 1 1
fz) = 23 —222  22(2—2) D)

sind gegeben durch die Nennernullstellen
Z1 = 2 s Z9 = 0.

Da z, keine Zihlernullstellen sind, ist z; = 2 Pol 1. Ordnung und 2z = 0 Pol

2. Ordnung.
Z2 + 2z — 2 22 + 2z — 2
R ; = 73 o.ov T 3.2 4, =1
es (f;21) (23 —222)|,_, 322 —4z | _, 7
1 1 1Y 2N
R _ N N =11
es (f;22) 1! (Z (22+2—2)> 2=0 ( +2_2> 2=0
_ 222
(Z - 2>2 z=0 a
Die Laurent-Entwicklung im Auflengebiet |z| > 2 ergibt sich durch:
1 1 1 1 1
A A e R Y

1 1</2\" 1 1 2 4 8

= —2—|—— — :—2—|—— 1+—+—2—|——3+"'
z Zn:O z z 4 z y4 4
1 3 4 8
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b) () = 1+z—exp(2>:i(1+z_i£>

Die einzige Singularitdt zy = 0 ist also Pol 2. Ordnung mit

1

Res (f;20) =a_1 = TR

1 1
) f(z) = cosh— —sinh —

z z

) ool ewC) -oe(2)

=:an

3
N

Die einzige Singularitdt zo = 0 ist also wesentlich mit
Res (f;20) =a_1 = —1.

d) Die Singularitidten von f(z) = :

- ergeben sich aus:
sin z

0=sinz =

—
g
<.
IS

. T, .
—e zz) — _5 (6 y+iz eY za:)
(—ie ¥(cosz + isinz) + ie’(cosz — isinx))

= — (sinz(eV +e7¥) +icosz(—e ¥ +¢Y))

N = DN = L\Ql’_‘

= sinx coshy + ¢ cos x sinh y
Alle Losungen sind gegeben durch = = kr und y = 0, also durch die bereits
bekannten reellen Nullstellen z;, = k.

Diese Nennernullstellen sind einfach, denn es gilt
(sin)/ (km) = coskm = (=1)F £ 0.

Die einzige (einfache) Z#hlernullstelle ist z; = 7. Damit ist z; hebbare Sin-
gularitdt und alle anderen zj4; sind Pole 1.0Ordnung.

Fiir die Residuen ergibt sich

20 0 )= 8

Eine fiir alle z mit |z| > R konvergente Laurent-Reihe existiert nicht, da sich
die Singularitdten im Unendlichen haufen.
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Aufgabe 2:
Gegeben sei die Funktion

32
24+ 423 + 822 + 162+ 16

f(z) =

a) Man bestimme mit Hilfe von Laurent-Reihenentwicklungen die Partialbruch-
zerlegung von f.

b) Man berechne mit Hilfe des Residuensatzes das Integral

j'{ £(2) dz

fiir den Kreis ¢: |z +2—2i|=3.
Losung:

a) Aus der Faktorisierung
24428 4822+ 1624+ 16 = (22 +4) (2 +2)* = (2 + 2i) (2 — 2i) (2 + 2)*
ergeben sich die Nennernullstellen
Zp=—21, 21 =21, z=-—2.

Damit sind z; und z; Pole 1. Ordnung und 2z, ist Pol 2. Ordnung. Der
Hauptteil der Laurententwicklung in z,, £ = 0,1 besitzt damit die Form
a—1k

h(z,z) = ,  wobei a_i, = Res(f(2);2x)

Z — Zk

gilt. Fiir zg = —2¢ ergibt sich

32 32
Res(F2)i=20) = g ap|._, ~ —ai(2it 2P
480

Zum gleichen Ergebnis fiihrt die Taylor-Reihenentwicklung des holomorphen
Anteils von f:
1 32
1@ = S oot

v~

= g1(2), (holom.)

= (20 + (-2 20) + )

mit g1(—2i) = Res(f(z); —2i) = —1. Insgesamt erhilt man also
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)=~ G2+
—_—
_ h(; —2i) Nebenteil
Fiir z; = 21 ergibt sich entsprechend
1 32
1@ = =% GroeTae

= g2(2), (holom.)

= (02(20) + (20— 20) 4 )

mit ¢2(2i) = Res(f(2);2i) = —1. Insgesamt erhélt man also

1 .
fe) =~ + () +
. Nebenteil
= h(z,2i)

Fiir den Pol 2. Ordnung 2z, = —2 erhélt man den Hauptteil der Laurent-Reihe
um 2o iiber die Taylor-Reihenentwicklung des holomorphen Anteils von f:

f(z) = 1 32

——
= g3(2), (holom.)

= ﬁ (93(—2) +g5(—2) (2 +2) + %gg(—Q)(z +2)2% 4+ )

Nach kurzer Rechnung erhélt man

93(=2) =4, g5(=2) =2 = (Res(f(2); -2))

4 2 "
= = —2)/2 4 ...
/) (z+2)2+z+2+g3< Z/r+ .
S ~ d Nebenteil
= h(z,—-2)
Die komplexe Partialbruchzerlegung lautet deshalb:
1 1 4 2

f(Z):h(27_21)+h(2722)+h(z7_2):_Z+22_Z_22+(2+2)2+Z+2

Als reelle Partialbruchzerlegung ergibt sich:

() = 2z n 4 n 2
T A (24+2)2  z+2°

b) Von den Singularitéiten von f
ZOZ—Qi, Z1:2i, 2’2:—2.

liegt nur z; und 2z, innerhalb von c¢. Damit ergibt sich nach dem Residuensatz

32 . . |
7{ A1 425 1822+ 162 + 16 dz = 2mi (Res(f;2i) + Res(f; —2)) = 2mi

C

Bearbeitungstermine: 3.7.-7.7.



