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Aufgabe 1:

Man berechne ggf. mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel die folgenden Kurven-
integrale (alle auftretenden Kurven seien positiv orientiert):

1 2 +1 COS 2
2) %22+4dz’ b) %z+1dz’ ) f{ (z+i)2dz’

|z|=1 |2|=2 |z+i|=1
Q) 7{ o Inz J ) 7{ COS 2 J f) cosh z p
sin z z, e z —dz.
(z—2)2 7 28 ’ (z —im)®
lz—2|=1 |2+i|=2 |2|=4
Loésung:
Im(z)
a) Die Singularititen 2,5 = +2i liegen 2;

nicht im Kreis |z] = 1.

Cauchyscher Integralsatz: 2 N 2
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b)

Die Singularitdt z; = —1 liegt im Kreis
|z| = 2.

Cauchysche Integralformel:

2
1
j{ Zz:l dz =2mi((—=1)2+1) = 4mi
|z|=2

Die Singularitédt z; = —i liegt im Kreis
|z +i|=1.

verallgemeinerte Causchysche Integral-

formel:
cos 2 211 ,
f m dz = T (COS Z) |Z:—i
|z+i|=1
LeiZ i

= 2misint = 2me =

<—=n(e'—e)

Die Singularitdt des zweiten Summan-
den im Integranden z; = 2 liegt im
Kreis |z —2| =1.

Cauchyscher Integralsatz und verallge-
meinerte Cauchysche Integralformel:

Inz

Sil’lZ + m dZ
|z—2|=1
In 2z
- _E g
j{ (z —2)2 :
|z—2]=1

=2miln’ 2|, = mi
z
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e) Im(2)
2
Die Singularitdt z; = 0 liegt im Kreis
]z + Z‘ =2. T
VN BN
I I L AN L Re(z)
verallgemeinerte Cauchysche Integral- ’f/ B [ : \ :
formel: ( A \‘
i z
COS 2 cos z)"” ‘\\ i /
23 21 2—0 \\ [ /
|2-+i|=2 - ~_f
—Ti )
f) Die Singularitiit z; = ir liegt im Kreis e
2| =4. S
_ I T
verallgemeinerte Cauchysche Integral- I
formel: L
j{ cosh z / \\
—dz \
(z —im)® | i \
|z|=4 Jf ) L ‘}‘ Re(z)
2mi (cosh 2)™|__, i //
= \
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Aufgabe 2:
Man gebe alle Potenzreihenentwicklungen der Funktion

5z

& =276

zum Entwicklungspunkt zy =14 an. Wo konvergieren die Reihen jeweils?

Loésung:

Die Faktorisierung des Nenners 22+ 2 —6 = (z —2)(z +3) ergibt die Singularititen

der Funktion bei z; =2 und 2o = —3. Eine Partialbruchzerlegung liefert:
5z 3 2
(z) = 242—-6 z+3+z—2'

Aufgrund der Lage des Entwicklungspunktes bei zy = ¢ und der beiden Singula-
ritdten z; = 2 und 2y = —3 kann man ablesen, dass eine Taylor-Reihenentwicklung
in der Kreisscheibe |z —i| < v/5 vorliegen wird, eine Laurent-Reihenentwicklung im
Kreisring v/5 < |2—i| < /10 und eine davon verschiedene Laurent-Reihenentwicklung
im AuBenraum /10 < |z —i|.

Re(z)

Bild 2: Konvergenzbereiche der Laurent-Reihenentwicklungen um zy =1

Mit Hilfe der Summenformel der geometrischen Reihe im entsprechenden Konver-
genzbereich konnen die Partialbriiche durch Reihenentwicklungen dargestellt wer-
den:
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2 2 2 1
|z—i\<\/5 : = - — =
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’Z-Z">\/1O : = - — =
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- 3—|—2 < 3 e
ZZ (z—di)» Z (—3—7L)”+1(z )

n=0 n=-—o00

Taylor-Reihe mit Konvergenz in der Kreisscheibe |z —i| < /5 :

3 2 = —2 -3 n
fG) = T3t e - :0((2—¢)n+l+(—3—¢)n+1)<2_2) '

J

N ebgnteil

Laurent-Reihe mit Konvergenz im Kreisring /5 < |z —i| < /10 :

-1

3 2 2 x = .
1) = z+3+z—2 B Z (2—@)"Jrl +Z —z"“ —i)"

n=—oo
N

Hau};:teﬂ Nebenteil

Laurent-Reihe mit Konvergenz im Aufienring /10 < |z — | :

-1

3 2 2 3 .
&) = T3t = 2 ((2—2’)”“+(—3—i)"+1)(2_1) |

J/

Haugtteil
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