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Aufgabe 1:

Man berechne direkt und mit Hilfe einer Stammfunktion

a) / 2z — 3 dz entlang des geradlinigen Weges von —1 —¢ nach —i

c

b) /zcoshzdz fir c(t) =4t mit 0<t<1,

z+1 ,
c) / i dz fiir c(p) = e (positiv orientiert),
2

d) /Sinzdz fir c(t)=ut, -1 <t<1.

—1

Losung:

a) direkt:
Kurvenparametrisierung:

ct)=—-1—i+t, 0<t<1 = é(t)=1

1 1

/22—3dz = /(20(t)—3)c'(t)dt = /2(—1—z'+t)—3dt
c = %(—5—2i)t+t2)}(1):—%—2i+1=—4—2i
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Stammfunktion:

—1

/22—3dz = / 2z —3dz = (2 —3z) :ll,z

‘ - _(1__2)2 —3(—i) — ((—i —1)> = 3(=i— 1))
= —14+3i—(214+3i+3)=—-4—-2

b) direkt: ¢(t) =it = ¢(t) =¢ mit 0 <t <1 und cosh(it) = cost

1 1
/Zcoshzdz = /é(t)c(t)coshc(t) dt:/(i)2tcosh(it) dt
c 0 0
1 1
= —/ tcostdt:—tsint|(1)+/sintdt
0 0

= — (tsint +cost)|y = —sinl —cos1+ 1

1, . .
Stammfunktion: mit sinhi = 5(6’ —e ') =isinl

/zcoshzdz = /zcoshzdz:(zsinhz—coshz)|é
c 0

= 4¢sinh? —coshi+1=—sinl —cosl1+1

c) direkt:
/ 1 ; 1 ) 1
z 4+ )
dz = 1+ ——]¢ dp = 14+ — e d
/ B / (*a(@)c“"”) / <+) ?
—i —m/2 —m/2
0 , 0
) e'? m
= z/ 1+ewdg0:i(gp+—_) :1—|—i<1+—>
1 _n /2 2
—/2
Stammfunktion:

1
In der geschlitzten Ebene C\IR’ ist Inz Stammfunktion zu ~
z

1 1

1 1
/Z+ dz = /1+—dz:(z+1nz)|1_i
z

z

—1 —1

= 1+In|l|+i-0— (—¢+1n|—@'|+¢_7”)

T
+1 + 5
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d) direkt: ¢(t) =it, é(t) =i mit —1 <t <1

/ Ginzd: — /1 &) sin(c(t)) dt — /1 i sin(it) dt

. _11 . 1
— ut _ —iit _ _ = t ot
= /z - (e e ) dt 2/6 e " dt
1 -1
1
= —= (et + e_t) =0
1

Stammfunktion:
i
inzds — i L i i iy
sinzdz = —cosz_i——§(6 +e " —e —e)—O

—1
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Aufgabe 2:

= d
a) Man berechne die Taylorreihe von f(z) = / Fi? zum Entwicklungspunkt
0

2o = 0 und bestimme den Konvergenzradius.

b) Man bestimme die Konvergenzradien der Taylor-Reihen folgender Funktionen
zu den angegebenen Entwicklungspunkten z, ohne die Reihen selbst zu be-

rechnen:
3 :
(i) f()222+22+5, zo=1 und 2z =0,
2
(ii)) f(z) = oy = 2r(1+1),
z 11
B _ T
(iii) f(2) (3 —22)" 20 =0 und z 3
Losung:

a) In der Kreisscheibe |£| < 2 =: 7 erhélt man mit Hilfe der geometrischen Reihe

re- i iR (@)) -iner ()

Da die Reihe in der Kreisscheibe gleichméfig konvergiert, darf gliedweise in-
tegriert werden:

0 = [ [ A5 () w5 [ ()

_ L2 ey
44z 241 \2

0 n=0

3 B 3
242245 (z—(—1+20))(z — (-1 — 20))

f(z) =

Die Singularitéten liegen bei 2y = —1 + 2¢ und 2z, = —1 — 2¢. Damit
ergibt sich der Konvergenzradius der Taylorreihe zum Entwicklungspunkt
2o durch

r = min{|z; — 2|, |22 — 20|} -
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2=1: rp=min{| —1+2 —i|,| —1—2 —i|} = min{v/2,V/10} = V2

2=0: ry=min{|—1+2i],|]—1-2i} =5

(ii) Die Singularitdten von f(z) = | ergeben sich aus

62_
0=e"—-1 < 1=c¢€"cosy+ie’siny
= e"siny=0 = y=kr
=  e%cos(km) =e*(—1)F =1

= x=0und £=2n mit n € Z.

Die Singularitéten liegen also bei Zz, = 2nmi .

Der Konvergenzradius fiir zo = 27(1 +4) ergibt sich durch:

r = min{|Z, — 20|} = min{|2n7i — 27 — 27i|} = | — 27| =27

(iii) Fiir die Funktion f(z) = bestehen folgende Definitionsliicken:

s
In(3 — 22)
1. Fall:

Der Hauptwert des Logarithmus von In(3 —2z) ist nur in der geschlitzen
Ebene definiert, d.h. ausgenommen sind reelle Zahlen x mit

3
3—2r <0 & ng.

2. Fall:

Nennernullstellen miissen ausgenommen werden:

0=In(3—22)=1In|3 —2z|+iarg(3 —2z) =

arg(3 — 2z) = 0, also ist z reell und |3 —2z| = 1 ergibt wegen des 1.
Falles nur noch z=1.

Der Konvergenzradius ist gegeben durch den kleinsten Abstand des Ent-
wicklungspunktes zy zur ndchsten Definitionsliicke.

Fir 2z = 3 ergibt sich

) 3 11 11 . [13
1 = min ———,1—— =ming —, =, =
e i C

Abgabetermin: 23.6.



