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Aufgabe 1:

Firr f:C — C mit f(z) = 23 berechne man

a) A= (fx(zo)—ify(zo)) und

b) B := = (fs(20) +ify(20)) .

N — N

Man vergleiche die Ergebnisse mit den Ableitungen von f nach den unabhéngigen
Variablen z und Z, also mit
of  of

FEREEN
Dabei sollen die bekannten Ableitungsregeln aus dem Reellen rein formal iibertragen
werden.

Losung
f besitzt folgende Zerlegung in Real- und Imaginérteil
f(z0) = 25 = (w0 + iyo)* = x5 — 3xoys + i(3x5y0 — y3) = f (w0, %0) -
Man erhélt
fe(20) = fe(wo,y0) = 3253y +ibzoyo,  fy(20) = fy(wo, Yo) = —6xoyo+i(325—3y3)

1

a) A= (fal2o) = ify(20) = % (88 — 3y + i6oyo — i(—G6xoyo + (325 — 343)))

1 , , .
=3 (622 — 6y + i1220y0) = 3 (2 — y2 + i270Y0) = 3(xo + 190)* = 322

0
Durch rein formales Differenzieren wie im Reellen erhélt man —f(zo) =3z22.

0z
1 .
b) B= 3 (f2(20) +ify(20))
1 2 2 : o 9 2
=3 (3x§ — 3y + i6xoyo + i(—620yo + (325 — 3y5))) =0

0
Durch rein formales Differenzieren wie im Reellen erhélt man a—J_t(zo) =0.
z
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Aufgabe 2:

a) Man entscheide (mit Begriindung), ob
(i) f(z) =2%+ 2%+ 4i-Re(2)Im(z) +4 holomorph ist,
(ii) g(z) = Re(e®) holomorph ist,
(iii) Re(z' +sin”z) harmonisch ist.
b) Gegeben sei die Funktion
v(x,y) = 2xy — 6y + " siny.
(i) Man zeige, dass v harmonisch ist.

(ii) Zu wv(z,y) bestimme man eine Funktion u(z,y), so dass die Funktion
f(z) = u(x,y) +iv(x,y) mit z =z + iy holomorph wird.

Losung:

a) (i) f ist holomorph, denn mit z =z + iy gilt

f(z) = 22+ 2%+ 4i-Re(2)Im(z) +1
22—y +i2xy + 2® — g — 20y + dday + i
= 2(x® — ) +i(day + 1) .

——— ——

=u(z,y) =v(z.y)

Dabei sind u,v stetig partiell differenzierbar und es gelten die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen

Uy, =4r =v,, v, =4y=—u,.

(ii) g(2) = Re(e®) = e"cosy ist reellwertig und nicht konstant, also nicht
holomorph.

(iii) Re(z' +sin” 2) ist harmonisch, denn z'* + sin” 2 ist holomorph.

b) (1) Av = (2zy—6y+ e"siny)g, + (22y — 6y + €® sin Y)yy
= e"siny + (—e”siny) =0

(ii) Damit f(z) = u(z,y)+iv(z,y) holomorph in C ist, miissen die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt sein:
Uy, = vy = 2oy — 6y +€”siny), =2 — 6+ e” cosy
= wu=212"—6x+e" cosy+c(y)
u, = —e’siny + c'(y) = —v, = —(22y — 6y + " siny), = —2y — " siny
= dy)=-2y = cly)=-y'+ccR
Da u(z,y) = 22—y*>—6x+e* cosy—+c und v stetig partiell differenzierbar
sind, ist f holomorph in C.
Bemerkung:
Fir f(z) = (2 = 3)>+ ¢* und ¢ = 9 ergibt sich u(z,y) = Ref und
v(z,y) =Imf.
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Aufgabe 3:

Gegeben seien die Kurven ¢;(t) =it und cy(t) = e jeweils fiir 0 <t < 7.

a) Man skizziere die Kurven ¢; und ¢y in der z-Ebene und bestimme ihren
Schnittpunkt mit Schnittwinkel.

b) In welche Bildkurven der w-Ebene gehen ¢; und ¢, unter dem Hauptwert
von w = Inz iiber? Man iiberpriife, ob im Schnittpunkt der Bildkurven der
Winkel und das lokale Langenverhéltnis erhalten bleiben.

Losung:
w=Inz=In|z|+iargz mit —7 <argz <m (Hauptwert)
a) ci(t) =it mit 0 <t <m:
Strecke zwischen 0 und ¢7m ohne Endpunkte

cat) =€ mit 0 <t <m:
oberer Einheitskreis ohne Endpunkte 1 und —1.

Schnittpunkt:  ¢;(1) =i = ¢ (g)
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Bild 3 a): ¢ (t), co(f) und Schnittpunkt z; =4 in der z-Ebene
Ableitungen der Kurven in den Schnittpunkten:

a(t)=i = (1) =i und éo(t) = iet = é (f) — =1

Schnittwinkel: 2
226 () ) - s (3) - iy

bo | 3

=arg(—1) —argi =7 — g =
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b) Die Bildkurven werden mit d; und dy bezeichnet.
dy(t) = In(cr (1)) = In [it] + i arg(it) = Int + %T mit 0 <t <7
(Zur reellen Achse parallele Halbgerade ohne Endpunkte)
do(t) = In(cy(t)) = In|e”| +iarg(e) =Inl+it =it mit 0 <t <
(Strecke zwischen 0 und im ohne Endpunkte)

Schnittpunkt:  di(1) = % =d, (g)

Bild 3 b): dy(t), d2(t) und Schnittpunkt ws = In z; = %T in der w-Ebene
Ableitungen der Bildkurven in den Schnittpunkten:
. 1 . . .
di(t) =7 = di1) =1 und do(t) =i = d (f) —i

Schnittwinkel: ?
7=< <d2 <g> ,d1(1)> — argdy <g> —argdy (1)
:argi—arglzg—():g

lokales Léngenverhéltnis:

e (G)_—u_ i (3)
EOERG 11~ Tda

Bemerkung:
Der Streckungsfaktor f’(c(t)), der in

. d , )
d(t) = = (f(c(®)) = f(e(®)e(t)
steckt, kiirzt sich im Schnittpunkt heraus.

Der Schnittwinkel und das lokale Langenverhéltnis bleiben erhalten, da die
Kurven im Holomorphiegebiet von In z verlaufen.

Bearbeitungstermine: 5.6. - 9.6.



