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Hausaufgabenblatt 5, Losungen

Aufgabe 1:

a) Man skizziere die Gerade G = {z € C| z = —1+it, t € IR} und den Kreis
K ={z€C| |z—2| =5} und berechne die beiden Punkte z; und z,, die
symmetrisch zu G und K liegen.

b) Man bestimme alle konformen Funktionen

_az—i—b
ez +d

T(z)
mit 7'(z;) =0 und T'(z) = 0.

¢) Man skizziere das Bild von G und K unter T, wenn noch 7'(—1) = —1 gilt.

Loésung:

Bild 1 a): Gerade G und Kreis K
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Da z; und 25 symmetrisch zur Geraden G liegen, steht die durch beide Punkte
verlaufende Gerade H senkrecht zu G . Diese Gerade H verlduft, wegen der
Symmetrie der Punkte zu K, auch durch den Mittelpunkt zy = 2 von K.
Damit ist H die reelle Achse und es gilt 22 € IR.

Aus der Symmetrie zu G folgt 2y = —14+a und 2z, = —1—a mit a € R.
Symmetrie zu K = {z € C | |z — 2| = V/5} liefert die Bedingung
5=(5)? = (21— 20)(% — %)
= (-14a—-2)(-1—-a—-2)
= —(a—3)(a+3)=—(a*—-9)

= = -142=1V-3 , z=-1F2=-3V1
Mit
T() =k -~ kec\{0}
zZ — 29

gilt  w; =T(z)=0 und wy = Ty(2s) = 0.

T ist eine Mobius-Transformation wegen k # 0, denn
ad —be = k(z — z2) #0.

T ist holomorph fiir z € C\{z2} und deshalb auch konform in diesem Gebiet,
ad — be

da T'(z) = —— # 0 gilt.

a 1"(2) EEPAE #0 gi

Da z; und 2z, symmetrisch zu G und K liegen, liegen auch w; = 0 und
wy = oo symmetrisch zu den Bildkreisen 7'(G) und T(K). Damit miissen

T(G) und T(K) Kreise um den Ursprung sein, denn zy liegt nicht auf G' oder
K und damit liegt T'(z2) = oo auch nicht auf T(G) oder T(K) .

Da z3 = —1 auf G liegt, wird G wegen T(—1) = —1 auf den Einheitskreis
abgebildet.

1
Aus T(-1) = —1=k- L~k folgt k=1 und
—1—22
Z— 2
T =
(2) pp—
Fij 1 und 3 crgibt sich  Ty(2) =~
ir z; =1 und 2, = —3 ergibt sic 2) = .
1 2 g 1 - 13
3
Fiir z; = —3 und 2z, = 1 ergibt sich TQ(Z):Z+1.
Z—

Zur Kontrolle iiberpriifen wir nochmal, ob T}(G) der Einheitskreis ist:

“ltit—1 VAR
—1+it+3| Vit

T3 (=1 +it)] = '
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Der Radius R von T(K) kann, da z; = 2 + /5 auf K liegt, durch R =
IT(2 + v/5)| bestimmt werden.

Konkret ergibt sich fiir T}

2+v5-1
24543

1+5
5+45

_ ~ 0.447

Y

1:

by
.y

Bild 1 ¢): Kreise 7T1(G) und T} (K)

Da z; im Inneren von K liegt, wird das Gebiet rechts von G ohne die zu K
gehorige Kreisscheibe auf den Kreisring {w € C | Ry < |w| < 1} abgebildet.

Im anderen Fall, d.h. mit 75 erhdlt man Ry = 1/R; = V5 &~ 2.236 und den
Kreisring {w € C |1 < |w| < v/5}. Dabei wird das Innere von K auf das
Auflengebiet abgebildet und die links von G liegende Ebene auf das Innere des
Einheitskreises.
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Aufgabe 2:

Gegeben sei die rechts der Geraden G = {z € C| z = —1+it, t € IR} liegende
Halbebene E ohne die Kreisscheibe K = {z € C | |z — 2| < V/5}.

Man berechne eine in E harmonische Funktion, die auf dem Rand von K den Wert
1 und auf G den Wert 0 annimmt.

Hinweis:  Man transformiere das Problem, wie in Aufgabe 1 angegeben, lose das
konform verpflanzte Problem in Polarkoordinaten und transformiere zuriick.

Losung:

Bild 2 a): Halbebene E ohne die Kreisscheibe K
Gesucht ist die reellwertige Funktion u : E C IR*> — R fiir die mit z = x + iy gilt
Au(z,y) = 0 firalle (z,9)7 €F
u(z,y) = 0 firalle (2,9)7 €G
u(z,y) = 1 firalle (zr,9)7 € K.

Das Gebiet E wird jetzt beispielsweise durch die konforme M&bius-Transformation

z+3
z—1

Tr(z) =
aus Aufgabe 1 auf den Kreisring
Ty(E) = {w e C|1 < |w| < V5}
abgebildet. Die konform verpflanzte Funktion lautet mit T5(2) = w = £ +in
U(&n) = U(w) = u(T3 " (w))

und erfiillt wegen des zweiten konformen Verpflanzungssatzes:
Au = AU - |Ty(2)[* und Ty(z) # 0 das Randwertproblem
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AUEn) = 0 firalle (&n)T € Th(E)
UEmn) = 0 firale (&) e Th(G)
UEn) = 1 firale (&) eTy(K).

Dieses Problem im Kreisring T5(E) ldsst sich besser in Polarkoordinaten 1ésen, deshalb
wird erneut mit ¢ =rcosp, n=rsinp, 1 <r < \/5,

0 < ¢ < 2r und v(r,p) = U(&(r,¢),n(r,¢)) transformiert und das Problem lautet
jetzt

1 1
Upr + =0 + 5050 = 0 fir alle 1<r<+5, 0< <2
r r
v(V5,9) = 1, 0<p<2n
v(lp) = 0.

N

Bild 2 b): Ty(E\K)={wec C|1 < |uw| < 5}

Auf Grund der Gebietssymmetrie und der Rotationssymmetrie der Randdaten liegt
die Vermutung nahe, dass dieses Problem eine rotationssymmetrische Losung besitzt,
d.h. v(r,p) = v(r). Das Problem vereinfacht sich so zu einer Randwertaufgabe mit
gewohnlicher Differentialgleichung

1

Vpr + -0, = 0 firalle 1<r<+5
r
v(v/5) = 1,

v(l) = 0,
deren allgemeine Losung lautet v(r) = ¢y In7 + ¢y . Anpassen an die Randdaten liefert
O=v(l)=cInl+cz=c, und 1=v(5)=clnvb = ¢;=1/InV5.
Die gesuchte Losung in Polarkoordinaten lautet somit

Inr

v(r,p) =v(r) = -
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Riicktransformation in die w— Ebene ergibt dort die Lésung

~ Infuw
Inv5

Riicktransformation in die z— Ebene ergibt dort die Losung

U(w)

_ B

u(z) n V5

Mit z = x + iy und

Ta(2)] =

(432 +12\"* (22 4y +60+9\""
(x —1)2+y? o\ -2+ 1

z4+3
z—1

ergibt sich in der (z,y)— Ebene die Losungsdarstellung

(z.) 1 1 22 +y*+6x+9
u\xr = n .
Y 2In/5 2492 —22+1

L L L L L L L L
-1 0 1 2 3 4 5 6

Bild 2 c¢): Hohenlinien der Losung u(z, y)

Abgabetermin: 9.6.



