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Aufgabe 1:
Man bestimme das Bild von

K:={2€C|0<Re(z), 0 <Im(z), Re(z)* + Im(2)* < 1}

unter der durch f(z) = ((1+1i)z)? definierten Abbildung.

Losung:

Bild 1.1 K:={z€C|0<Re(z), 0<Im(z), Re(2)? +Im(2)* < 1}

Die Abbildung f(z) = ((1 4 ¢)z)? wird interpretiert als Hintereinanderausfiithrung
f=/foofi mit fi(z)=(1+1i)z und fo(u) =u?.
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Bild 1.2 f1(K)

Die Funktion f(2) = (14i)z = V2e™/*re?t = r\/2e(7/4+9)" hewirkt eine Streckung

um den Faktor v/2 und eine Drehung um den Winkel ¢ = % .
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Bild 1.3 f(K) = fo(f1(K))

Die Funktion fy(u) = u* = (mwi)2 = r2e2¥? verdoppelt den Winkel und quadriert
den Abstand vom Nullpunkt.

Alternative Hintereinanderausfithrung von f:

Fir f(z) = ((1+1)2)? = (1+14)%2? = 2i2? kann man auch f = fjof3 mit f3(z) = 22
und fy(u) = 2iu deuten. Dann ergibt sich

Bild 1.4 f3(K)

Die Funktion fy(u) = 2iu = e™/?re¥’ = 2re(™/2+9)i bewirkt eine Streckung um den
m

Faktor 2 und eine Drehung um den Winkel ¢ = 5

Bild 1.5  f(K) = fi(fs(K))
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Aufgabe 2:

Fiir die Exponentialfunktion exp bestimme man die Bilder folgender Mengen
a) D;={z€C|0<Re(z) <In(10), —% <Im(z) < 2},
b) Dy ={z€ C|Re(z) <0, 0<Im(z) +,

¢) Dy={2€C|—7n<Im(z) <m}.
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Losung:

a)
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Bild 2 a) Halbkreisring exp(D;)
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Bild 2 b) Halbkreis exp(Ds)

c¢) aufgeschnittene komplexe Ebene: exp(D3) = C~
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Aufgabe 3:

. 9
a) Gegeben seien z; =2+ %Z und 2z = —1+ s . Man berechne

exp(z1) , exp(z2) und exp(z1 + 22)

in kartesischen Koordinaten und bestétige an diesem Beispiel die Giiltigkeit
der Funktionalgleichung der exp-Funktion in C:

exp(21) - exp(22) = exp(z1 + 22) -

b) Fiir den Hauptwert des komplexen Logarithmus log und z; = —1 — iv/3 und
z9 = —21 berechne man

log(z1) , log(z2) und log(z122),

und iiberpriife an diesem Beispiel, ob fiir den Hauptwert die Funktionalglei-
chung gilt:

log(z1) + log(z2) = log(z122) -
Losung:

a) exp(z1) = exp (2 - %2) = e (cos (§) +isin (5)) = 5 + AL
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exp(z2) = exp ( + 5 ) e (cos < 3 ) + isin ( 3 )) 5 +1 9

exp(z1 + z2) = exp (1 + 7i) = e(cos (7) + isin (7)) = —e

Damit erhalt man

exp(z1) exp(zy) = € <% + z?) é (—% + Z?) = —e =exp(z + 22) .

b) Der Hauptwert log(z) des Logarithmus (auch kurz In(z)) ist definiert fiir
—7 < arg(z) < m durch

log(z) = In|z| +iarg(z) .

log(z) = log(—1 —iv3) =In| — 1 — iv/3| + iarg(—1 — iv/3) = In(2) — 2237

log(zs) = log(—2i) = In | — 2i| + i arg(—2i) = In(2) — zg

2
log(z1) + log(z2) = In(2) — Z?W +1n(2) — @g =1In(4) — 27—7T
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212 = —2i(—1 —iv/3) = =23 + 2i

log(z122) = log(—2v/3 + 2i) = In | — 2v/3 + 2i| + i arg(—2v/3 + 2)
— In(4) + (w - %) — In(4) + 15%
Die Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion

log(z1) + log(22) = In(4) — Z%T # In(4) + Z%T = log(2122)

gilt fiir den Hauptwert bei diesem Beispiel nicht.

7 5
Die Winkel — '~ und 2= beschreiben zwar prinzipiell den gleichen Winkel

im Kreis, jedoch unterscheiden sie sich um einen vollen Umlauf von 27 .

Dies fiihrt dazu, dass log(z1) + log(z) auf einen Nebenzweig des komplexen
Logarithmus fiihrt. Fiir die Umkehrfunktionen exp gilt natiirlich

exp <1n(4) — z%) =4 (—\/73 + %) = 2129 = exp <ln(4) + z%ﬂ) :

Bearbeitungstermine: 2.5.-5.5.



