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Aufgabe 1:

Die cos-Funktion wird im Komplexen definiert durch

cosz = (eiz + e’iz) )

N | —

Man berechne Real- und Imaginérteil von cosz und bestimme alle Lésungen von

cosz = 3.

Losung:
Mit z = x + 1y gilt:

cosz = (eiz_|_e—iZ) — (ei(x+iy) i e—i(z-i—iy))

N — DN -
DN | —

(e7¥(cosz +isinz) + e’(cosz — isinz))

1 1
= cosz-=(eY +e7Y) —isin 175(63’ —eY)

= coszcoshy —isinxsinhy

=cosz = cosxcoshy —isinzsinhy = sinzsinhy =0

1.Fall:

sinhy=0 = y=0 = 3=cosxcosh0)=cosx keine Losung

2. Fall:

sinz =0 = z=kr = 3=cos(kn)coshy = k=2n,y= tarcosh 3

= z,=2nm+tiarcosh3, neZ



Komplexe Funktionen, J. Struckmeier/K. Rothe, SoSe 2023, Hausaufgabenblatt 3, Losungen2

Aufgabe 2

Gegeben sei die Joukowski-Funktion w = f(z) :=

a) Man bestimme die Bilder

(i) des Kreises |z| =5,
(ii) des Halbstrahls Re(z) <0, Im(z) =0,
(iii) des Halbstrahls Re(z) =0, Im(z) < 0.

b) Man berechne die Umkehrfunktion z = f~!(w) fiir |z| > 4.

Losung:

a) (i) Mit der Polardarstellung z = 5¢'¢, 0 < ¢ < 27 auf dem Kreis |z] =5
erhdlt man:

1 (B¢ 4
fz) = 2(2 +5ew>

1 /5 4 _
= 5( (Cosg0+lsmg0)—|—g(cosgp—lsmgo))

5 cos p + o 4 Si
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8 P8 T 10) MY

TV
=v

u = Re(f) und v =Im(f) erfiillen die Ellipsengleichung

u? v?

_l’_
G+ G-

Der Kreis |z] =5 wird also auf eine Ellipse abgebildet.

= cos? @ +sinfp=1.

Mathematica Plot-Befehl

ParametricPlot [{(5/8 + 4/10) Cos[t],
(6/8 - 4/10) Sin[tl}, {t, 0, 2 Pi},
AxesLabel -> {"Re", "Im"}, PlotRange -> {-1, 1}]

Halbachsen:

5 4 41
242 1025, b=
=gt T 10

4
10

9
= — =0.225
40

co| ot



Komplexe Funktionen, J. Struckmeier/K. Rothe, SoSe 2023, Hausaufgabenblatt 3, Losungen3

Im

051

y e B
R

-1.0L

Bild 2 a)(i): Ellipse
(i) Aus der Polardarstellung z = re'™ = —r, 0 < r < co des Halbstrahls
Re(z) <0, Im(z) = 0 folgt:

f(z) =%(%+_ir) =—% (£+§) —g(r)

Es lim g(r) = —oco = lim g(r) und

r—0+ r—00
r 2 r? 1/r 4
> _ ——2> SR (2 <.
0> <2 4—|—T < 2(4+r)_

r =4 ist das Maximum von ¢ mit g(4) = —1. Natiirlich gilt auch

1 /1 4 216
g’(r)———(———):—r =0=ro=44 = r=4.

Co2\4 8r?
Das Bildintervall | — oo, —1] wird also doppelt durchlaufen.

(iii) Aus der Polardarstellung z = re®™/2 = —ir, 0 < r < 00
des Halbstrahls Re(z) =0, Im(z) < 0 folgt:

1 [ —ar 4 r 2 )
10=5 (5 p) = iog) meorem
———

Das Bild ist also die imaginére Achse.

b) Die Umkehrfunktion von f ergibt sich durch Auflésen von w = f(z) nach z:

z 4 9
w=--4+-| = 8wz=2"4+16
4 =z

= 22 —8wz+ 16 = (z — 4w)* — 160> + 16 =0 = (2 — 4w)* = 16(w* — 1)
= 2= fHw) = 4w+ Vw2 - 1)

Fiir vw? — 1 ist dabei der Zweig zu wéhlen, fir den |z| > 4 gilt.

Abgabetermin: 5.5.



