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Integration komplexwertiger Funktionen mit
reellem Definitionsbereich

Gegeben sei f : [a,b] C IR — C.

Mit der Zerlegung von f in Real- und Imaginarteil
f(t) = u(t) + iv(?)

wird das Integral tiber f definiert durch
b b b
/f(t) dt = /u(t) dt +z’/v(t) dt

Kurvenintegrale in der komplexen Ebene
Gegeben sei eine stetige Funktion f: D C C — C und

eine Kurve ¢ im Definitionsbereich D von f, mit stetig differen-
zierbarer Parameterdarstellung

c:la, bl € R — C.

Die Kurve ¢ besitze die Zerlegung in Real- und Imaginarteil

elt) = a(t) + iy(t)
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und den komplexwertig dargestellten Tangentialvektor
c(t) = x(t) + iy(t).

Dann wird das komplexe Kurvenintegral von f langs ¢ definiert

durch:

/ f(z) dz = /b Fle()et) dt .

Ist die Kurve geschlossen, gilt also ¢(a) = ¢(b),

so verwendet man anstelle von / das Symbol ]{ :

Die Berechnung kann mit den obigen Bezeichnungen auf reelle In-
tegrale zuriickgefiihrt werden:

b
b

[ feltye(t) dt = / u(e(t))i(t) — v(e(t))i(t) de

a
a

b

+i / (e()i(t) + ulct))y(t) dt

a

Sollte ¢ nur eine stiickweise C'-Kurve sein, so ergibt sich das Kur-
venintegral iiber ¢

als Summe von Kurvenintegralen iiber die C''-Teilkurven, aus de-
nen sich ¢ zusammensetzt.
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Cauchyscher Integralsatz

Fiir eine holomorphe Funktion

f:DcC—C

im einfach zusammenhangenden Gebiet D

und eine geschlossene stiickweise C'-Kurve ¢ in D gilt

jqff(z)dz:o.

Unter diesen Voraussetzungen ist das Integral wegunabhangig,
d.h. fir zwei nicht notwendig geschlossene Kurven ¢ und ¢,

die den gleichen Anfangspunkt z; und Endpunkt zo besitzen gilt:

/f(z) dz—/f(z) dz —:/ZQf(z) dz .

F heiit Stammfunktion zu f, wenn F' = f gilt.

Unter den Voraussetzungen des Cauchyschen Integralsatzes gilt
dann

F(z) — F(z) = /f(z) dz .
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Aufgabe 18:

Man berechne direkt und mit Hilfe einer Stammfunktion

a) / 2+ 4dz

C
entlang des geradlinigen Weges von 1 — ¢ nach 141,

direkt:
Kurvenparametrisierung:

ct)=2it+1—i, 0<t<1 = ¢t)=2i

/ Sadde = [ (elt) + () dt

c

((2it + 1 — ) + 4)2i dt
(—=8it? — 12(1 — i)t 4+ 12t — 26 — 24+ 4)2i dt

16t% — 24(1 + 0)t* + 244t + 4 + 4i dt

— O O o

40— 8(1+ )t + 120> + (4 + 4i)t)|

I
—~

— 4 —8(1+i)+ 12 + (4 + 4) = 8
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Stammiunktion:

/z3+4dz =

C

b) / ze® dz

C

direkt:

/ zedz =

c

) tem eiwt
= —T . i
im (im)?

— ™ (imt — 1)|"

/

= —7

1+

A
/ D rddy = (Z+4Z>

1+

1—1

1—2

((1Z¢)4_ (1;i)4+4(1+i_(1—i)>

e S
1 A L = 0Ol

fir c(t) =dint mit —1 <t <0,

0 0
é(t)e(t)e) dt = / imimte’™ dt = —x / te'™ dt
-1 -1

0

it |0
5 | te

VI

:—1—

X e (—im — 1)

= -1+ (—ir—1)=-2—1m
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Stammfunktion:
0
/ ze®dz = / ze® dz
c —T
= (z—1)", = —1—e™(—in—1)
1
¢) Man berechne / —dz
Ck <
(i) fir die Kurve ¢q(t) =it mit /4 <t < 37w /4
direkt:
1 371'/4 - 3
/ ~ dz :/ Sdt=t]7 =m= —In " =3
e ? x4 4 4
Stammfunktion:

T

X LT 1 I LT

i—— | In|—|+1—

2 4 2
3w

:ln——lnz:hﬁ

4 4

311

1 m
/ —dz = 1nz]ii/i4 = In
o Z 4

7
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(i) fiir die Kurve co(t) = e mit 7/4 <t < 31 /4

direkt:
1 3m/4 it 37 /4 W :
/—dz:/ “ dt:/ pdt =it ="
ey # /4 e' /4 2
Stammfunktion:
1 C144) /2 ‘—1—5—2’ 3 142 7T m
—dz =1In z\( . =In +i——In —i— = —
/C2 z (144)/v2 V2 A V2 A 9
d) / Inzdz fir c(p)=e" (positiv orientiert).
1
direkt: c(p) =€ mit 0 < ¢ < 7/2
i /2 /2
/ Inzdz = /ln(ew)iew dp = i/ew(ln]ew\ +ip) dp
1 0 0
/2 /2
. . /2 1 .
= — / eodp = (—26“0) + - / e’ dy
i 0 i
0 0
B S S

Stammfunktion: In z ist holomorph in C\IR”

1 | t 1 -
/1-lnzdz = zlnz]zl—/z-—dz = (z(In]z[ +iargz) — 2)[)
z

1 1

- i(ln]i!+ig>—(z’—1) — —g—z’+1
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Cauchysche Integralsatze und Formeln

Fiir eine holomorphe Funktion f: D Cc C — C
im einfach zusammenhangenden Gebiet D,
29 € D und eine geschlossene stiickweise C*-Kurve

¢ :la,b] — D\{z}, die 2y einmal im positiven Sinn umléuft, gilt

Cauchyscher Integralsatz:

# ez =0,

Cauchysche Integralformel:

fe) == § Lz

271 z— 2

c

verallgemeinerte Cauchysche Integralformel:

F () 1 ]{ f(z) "
(

n! 271 z— o)t
C
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Aufgabe 19:

Man berechne ggf. mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel die
folgenden Kurvenintegrale (alle auftretenden Kurven seien positiv
orientiert):

1
d : 11— =1
a)]{z+2 z, ¢ lz+ i :

C

[solierte Singularitat bei zy = —2 wird nicht von
c: |z+1—1] = 1 umschlossen
1
% dz=0
z+2
|z4+1—i| =1

Bild 19 a): Kurve ¢: |z4+1—14] =1
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22z +2
b) 7{2 i dz, c1: |z =05, c: |z] = 1.5,

23— 2242
1,2

22 —224+2  (z—1—d)(z—1+4¢) 1
B—2242 (+DE-1-i)(z—14+1) z+1

Isolierte aber hebbare Singularitat bei z1 =141, 20 =1 —1:

[solierte und nicht hebbare Singularitat bei zp = —1:

1

zp wird von ¢q : |z| = 0.5 nicht umschlossen: 7{ — 1dz =0

2

€1

: 1 :
zp wird von ¢y @ |z| = 1.5 umschlossen: j{ dz = 2mi

z+1

&)

-

Bild 19 b): Kurven ¢ : |z| = 0.bund ¢p: |2| = 1.5
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0)7{ i dz, c1:|z42] =2, c: |z—15] = 2,

22 _ 2
12
COS 2 1 1
= COS 2 - :
2% — 72 247w z—m7
Singularitaten bei zyp = —mund z; =7
c1: |z 42| = 2 umschlieBt nur zp = —n
1 1 1
f(z) =cosz- =  f(—m) = cos(—m)- =
Z—=T —T—T 27
(2) g 2mif(—m) _ 2mi ;
Z+m 0! 27
c1
co 1 |z — 1.5] = 2 umschliefit nur z; =7
1 1 1
= COS 2 - = = COS . = ——
9(z) ° +7 9(m) (™) T+ T 2m

]{ g(z) 1y — 2mig(m) _ 271

Z—T 0! -2

€2

Bild 19 ¢): Kurven ¢ : |[z+2] = 2und ¢ : |z —1.5] = 2
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24+ 32 -1
d)]{z oz dz, c¢: |z—1i| = 3,

224 2-2

C

Nennerfaktorisierung: 2%+ 2 —2 = (2 — 1)(z + 2)

c:lz—il=3

umschliefit zunachst beide Singularitat zp = —2 und 2 = 1
2
2=+ 3z —1 1 1
Partialbruchzerl ; =1
artialbruchzerlegung 249 +z—1+z—|—2’

22 +3z—1 1 1
dz = d d d
j{z?+z—2 N ]{ Z+j{z—1 Z+j{z+2 ©

= 042w + 2m = 4m

w

N8}

[

Bild 19 d): Kurve ¢: |z —i] = 3
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e)]{22+e—zdz c: |zl =
22 9 : )

C

[solierte Singularitit bei zyp = 0 liegt in ¢ : |z| = 7
z z
j{z2+€—2dz= j{zzdzntj{e—zdz
z z
|z|=m |z|=m |z|=m
z2\/
= 0+ 27@% = 21

Bild 19 e): Kurve c¢: |7

I
3
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In 2 :
f>7{(z—1—z')5dz’ c: |lz—1-2i] = 2.

C

Einzige Singularitat bei zp =141 ,

In z ist im von der Kurve ¢: |z —1—2i| = 2

umschlossenen Gebiet holomorph.

: 6 § 3
(iv) : _ —

]{ In 2 omi ™1 +4) i
(z—1—14)p 4] 8

-1 1 2 3

Bild 19 f): Kurve ¢: |z —1—2i| = 2
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Taylor-Reihe
Die Funktion f sei auf der offenen Menge D holomorph

f-DcC—C,

dann ist f in D beliebig oft differenzierbar und alle Ablei-
tungen sind wieder holomorph.

Eine auf D holomorphe Funktion f ist um jeden Punkt 2y € D in
eine Potenzreihe entwickelbar

Die Potenzreihe stimmt also mit der Taylor-Reihe tiberein.

Im Kreis K,(20) := {2z | |2 — 20| < r} C D konvergiert diese
Potenzreihe gleichmaflig.

R = supr wird als Konvergenzradius bezeichnet.

Fiir einen positiv orientierten Kreis K,(zp) mit Radius r < R
konnen die Koeffizienten auch berechnet werden durch

1 f(2)
n = —— dz .
= om (2 — zp)"H :
Ky
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Man erhdlt f"in K,(zp) durch gliedweises Differenzieren der Po-
tenzreihe

oo
= Z con(z — z)" L.
n=1

f besitzt eine Stammfunktion F'in K, (2) und ist gliedweise inte-
grierbar, d.h. es gilt

F(z) — Flzy) = / o)

/ch (& — zp)"dE = ch/ (€ — z)"dE .

0 n=0

Bekannte Potenzreihen:

1 o0
:Zz", z| <1=R,
-~ n=0
OOZn
b) ezzzﬁ, R = 0,
n=0
0
sin z = Z B 2”“, R = o0,
— n+
(0. ¢]

COS 2 = E

n=0
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Aufgabe 20:

a) Man berechne die Taylorreihe von

_ [
P = [ 505

zum Entwicklungspunkt zy5 = 1 und bestimme den Konver-
genzradius.

Umformung des Integranden f mit 2y = 1 in die Summenfor-
mel fiir die geometrische Reihe

I 1 B 1
5—-3¢ 5-3€—-1)—-3 2-3(&-1)

00 3”
) Z 2n+1

n=0

f&) =

I
DO | —
—

|

|
DO | —
]2
/_\

Diese Reihe konvergiert fiir
3¢—-1)/2| <1 & [£-1]<2/3=R

gleichmafig, darf also gliedweise integriert werden:

I A S A e .
F(z) = /1 = [ gt

1 n=0

- 2n+1 / B 1

n

00
n+1
Z 2n+1 - 1) ’
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b) Man bestimme die Konvergenzradien der Taylor-Reihen fol-
gender Funktionen zu den angegebenen Entwicklungspunkten
2o, ohne die Reihen selbst zu berechnen:

5z Dz

f(z)222_22+2:(z—(1+i))(2_(1_i>>

Singularitaten: 2z =1+7und 20 =1 — 1.

Konvergenzradius der Taylorreihe zum Entwicklungspunkt
<0

r=min{|z; — 2|, |22 — 20|} -

Fir zp = —1 bzw. zyp = —1 — ¢ erhalt man:

ry =min{|l14+i— (=1)[,|1—i— (=1}
=min{|2 +1|,]2 — i} = V5,

ro=min{|l +¢— (=1 —13)],|1 —7— (=1 —14)|}
= min{2|1 +¢|,2} = 2.
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(M) fz)= ——, z="

cosh z '

Die Singularitaten von

ergeben sich aus
0 = cosh 2 = cosy cosh x + 7 sin y sinh x
= cosy=0 = y=7/2+kn

= sin(7/2+ kn)sinhz = (=1)fsinhz = 0
= =0

Die Singularitaten liegen also bei

2= (r/2+kn)i, k e Z.
Der Konvergenzradius fiir zg = 52 ergibt sich durch:

r = mk}n{|zk — 20|} = mlgn{’(ﬂ/Q + k)i — %|}

= mkin\7T+2k7T —7/2=|r+21m—7|/2~ 12124
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(iii) f(z) =InBz+5), 2z=0undzy=1.

Der Hauptwert des Logarithmus der Funktion

In(3z + 5)

ist nur in der geschlitzten Ebene definiert, d.h.

reelle Wert  mit 3z +5 < 0 = x < —5/3 sind nicht
zugelassen.

Der Konvergenzradius ergibt sich daher als kleinster Ab-
stand zu dieser nicht definierten Halbgeraden.

Fiir zp = 0 erhdlt man r = |0 — (=5/3)| =5/3

fiir 2o = ¢ erhélt man ry = |i — (—5/3)| = v/34/3.
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Laurent-Reihen:

Sei f im Kreisring

Kir(z) ={2z€Clr<l|z—z| <R}
um den Entwicklungspunkt z; € C holomorph, dann gilt
a) f ist auf K, r(29) eindeutig in eine Laurent-Reihe

entwickelbar, d.h.

k=—00

o0 o0
E ap(z—2z0) .zg a_p(z —20)" +§ ar(z — 2)" .
k=1 k=0 .

Haupttell Nebenteil

b) Die Koeffizienten ay sind eindeutig bestimmt und berechnen
sich fir £ € Z mit r < p < R durch

1 f(z)
ak—% 7{ (z—zo)’fﬂdz'

|z—z0|=p

Der Kreis |z — 29| = p wird dabei einmal positiv durchlaufen.

Er kann ersetzt werden durch jede geschlossen C'-Kurve im
Kreisring, die zy einmal positiv umlauft.
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c) Hauptteil und Nebenteil konvergieren in jedem abge-
schlossenen Teilring

Kf,f{<Z0)
mit r < 7 < |z — 2| < R < R absolut und gleichméfig.
d) Ist f im Kreis Kg(zg) um 2y holomorph, dann verschwinden
die Koeffizienten des Hauptteils, d.h. es gilt
O:a_lza_gza_gz---

und die Laurent-Reihe stimmt mit der Taylor-Reihe
uberein.

e) Die Konvergenzkarte beispielsweise
einer rationalen Funktion
f(z) =p(2)/q(z)

mit teilerfremden Polynomen p und ¢ und Nennernullstellen
wr mit £ < n zum Entwicklungspunkt zy besteht aus inein-
ander geschachtelten Kreisringen mit Ry = |wy, — 2o|:

(0 <)|z—z0| < Ry < |z—20| < Ry < |z—2p| < -+ < Ry, < |z—2],

Der innere Ring ist dabei ein echter Kreis |z — zp| < Ry, falls
2o keine Nennernullstelle ist,

sonst ist es die punktierte Kreisscheibe 0 < |z — zo| < Ry.

Die Laurent-Reihen je Kreisring werden in der Regel unter-
schiedlich sein.

Definitionsliicke von f in z; ist eine isolierte Singularitat,
wenn eine punktierte Kreisscheibe 0 < |z — 2| < r existiert,

in der f holomorph ist.
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Aufgabe 21:

Man gebe alle Potenzreihenentwicklungen der Funktion
2z

zum Entwicklungspunkt
a) zp=2 und b) z=-1

mit Konvergenzbereich an.

Losung:
Nennerfaktorisierung: 2% — 1= (z +1)(z — 1)
Singularitaten: z; = —1 und 2 =1

Partialbruchzerlegung:

f(z) = 2z 1 1

(z+1)(z—1):z+1+z—1'

a) Taylor-Reihenentwicklung in der Kreisscheibe |z — 2| < 1,
erste Laurent-Reihenentwicklung im Kreisring 1 < |z—2| < 3,
zweite Laurent-Reihenentwicklung im Auflenraum 3 < |z — 2|

3

|
=

L)
|\

-3

Bild 21 a): Konvergenzbereiche der Laurent-Entwicklungen um zy = 2
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Summenformel der geometrischen Reihe zur Darstellung

der Partialbriiche durch Reihenentwicklungen

|z —2| <1

I I o
s Sl e p T D DA

n=0 n=—00
|z —2| <3
I IR | 1
z+1  3+z2-2 3 1+(2-2)/3
I~/ z2-2\" & (=1)"
= — —_ = —_ 2 n
3 n=0 ( 3 ) nZ:O 3”+1 (Z )

|z —2| >3
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Taylor-Reihe in der Kreisscheibe |z —2| <1 :

1 o0 o0
flz) = Z (2 =2)"+ > (-1)"(z—2)"
z+1 n=0 3 n=0
DI (
n=0
Laurent-Reihe im Kreisring 1< |z —2| <3 :
1 1
fz) = z—i—1+z—1
00 -1
B i R YA
n=0 n=-—0o0
Nebenteil Haugtteil
Laurent-Reihe im Auflenring 3 < |z — 2| :
1 1
U z+1+z—1
-1 -1
(_Dn n n n
- Y G- 3 e

- _ Z <3n+1+1)(z—2)”

n=—oo
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b) Entwicklungspunkt zy = —1 ist gleich
der Singularitat z; = —1 ,

es gibt keine Taylor-Reihenentwicklung

Bild 21 b): Konvergenzbereiche der Laurent-Entwicklungen um zy = —1

Analog zu a) ergibt sich:

2+ 1| <2
I 1 1 1
z—1  =24z+1 2 1—-(2+1)/2
(0.9} 1 ;
= =D g+ )
n=0
|z 4+ 1| > 2
I 1
z—1 z+1 1-2/(z+1)
o0 n —1
1 2 1 ,
N z+1z<2+1> = 2 gml+L)"

n=0 n=—o0o
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Laurent-Reihe in der punktierten Kreisscheibe 0 < |z41| < 2:

fz) = —— 4 — Lo Ly
z) = = — z
_ 11
z+1 z—-1 z+1. oy on )}
Hauptteil Nebenteil

1 1 1 1
e B z+1+22”+1<2+)




