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Komplexe Funktionen

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 6

Komplexe Integration

Komplexwertige Funktionen mit reellem Definitionsbereich

Gegeben sei f : [a,b] C IR — C. Mit der Zerlegung von f in Real- und Imaginérteil
f(t) = u(t) +dv(t) wird das Integral tiber f definiert durch

/bf(t) dt :z/bu(t) dt+z‘/by(t) dt .

Kurvenintegrale in der komplexen Ebene

Gegeben sei eine stetige Funktion f: D C C — C und eine Kurve ¢ im Definitionsbe-
reich D von f, mit stetig differenzierbarer Parameterdarstellung ¢ : [a,b] € IR — C.

Die Kurve ¢ besitze die Zerlegung in Real- und Imaginérteil c¢(t) = z(t) +iy(t) und den
komplexwertig dargestellten Tangentialvektor ¢(t) = @(t) + iy(t).

Dann wird das komplexe Kurvenintegral von f langs ¢ definiert durch:

b

[ ez = [ sy ar.
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Ist die Kurve geschlossen, gilt also ¢(a) = ¢(b), so verwendet man anstelle von / das

Symbol j{ .

Die Berechnung kann mit den obigen Bezeichnungen auf reelle Integrale zurtickgefiihrt
werden:

[ setmneteyde= [ utett)io - olelenite) d +1 [ o) + ulcle)ite) dt.

Sollte ¢ nur eine stiickweise C'-Kurve sein, so ergibt sich das Kurvenintegral iiber ¢ als
Summe von Kurvenintegralen iiber die C''-Teilkurven, aus denen sich ¢ zusammensetzt.

Cauchyscher Integralsatz

Fiir eine holomorphe Funktion f : D C C — C im einfach zusammenhangenden Gebiet
D und eine geschlossene stiickweise C'-Kurve ¢ in D gilt

ff(z)dz:().

Unter diesen Voraussetzungen ist das Integral wegunabhangig, d.h. fiir zwei nicht
notwendig geschlossene Kurven ¢ und ¢, die den gleichen Anfangspunkt z; und End-

punkt zy besitzen gilt:
/f(z) dz = /f(z) dz =: /f(z) dz .

F heifit Stammfunktion zu f, wenn F’ = f gilt. Unter den Voraussetzungen des
Cauchyschen Integralsatzes gilt dann

F(z) — F(z) = /f(z) dz .
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Aufgabe 18:

Man berechne direkt und mit Hilfe einer Stammifunktion

a) / 23 4+ 4 dz entlang des geradlinigen Weges von 1 —4 nach 141,

[

b) / ze® dz fir c(t) =imt mit —1 <t <0,

[

1 ,
c) / 2 dz  fir die Kurven ¢;(t) = it und cy(t) = € mit 7/4 <t < 37/4,
K

d) /lnzdz fiir c(p) = e (positiv orientiert).

1

Losung:
a) direkt:
Kurvenparametrisierung:  ¢(t) =2it+1—i, 0<t<1 = ¢&t)=2i
1 1
/ P rddy = / ((c(t))® +4)e(t) dt = / (2t +1 —4)3 +4)2i dt
c 0 0

1
= / (=8it? —12(1 —4)t* + 12t — 20 — 2 + 4)2i dt

0
1

= / 16t° — 24(1 + 4)t* + 24it + 4 + 4i dt
0
= (4t — 8(1+ i) + 12> + (4 + 4i)t)

= 4—-8(1+4+1)+12i+ (44 4i) =8i

Stammfunktion:
144 A 14
/z3+4dz = /z3+4dz: <—+4z)
/ . 4 1—i
L+0)*  (1—i)* -4 -4
_ <( ) +4(1+z’—(1—i)):T—T+82’:8i
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b) direkt: ¢(t) =int mit —1 <t <0
0

y 0
/zez dz = /é(t)c(t)ec(t) dt:/mmtem dt:—yr2/ teimt gt
—1 ]

c —1
0

0 . .
1 ) tewrt ewrt
- emrt dt — —71'2 ( o )

o, im im (im)?

imt 0
5 [ te

s

= -7

-1
-1

= ™ (int—1)|", = 1 — e " (~in — 1)

= 14 (—ir—1)=-2—ir

Stammfunktion:
0

/ ze*dz = / zefdz=e*(z— 1), = —1— e (—imr — 1)

c —im

c) (i) e(t) =it mit w/4 <t <3n/4

direkt:
1 3r/4 - - 3

/—dZ:/ idt:lnt\i/fﬁ:ln—ﬂ—lnzzlniﬂ

e ? xja 0t 4 4

Stammfunktion:
1 i 3mi 2 3

/61 ;dz = lnz\ii/f‘ =In %Z —i—zg — (ln sz —i—zg) zlnz7T —lng =In3

(i) co(t) = € mit /4 <t < 3m/4

direkt:
1 3r/4 it 3r/4 .

/—dz:/ < dt:/ idt =it ="

ey # w/4 e’ w/4 2

Stammfunktion:
1 _140)/v2 ‘—1—{—@' 37 1+d| 7 m
—dZ=1IlZ|( . =1In +i— —1In — ===

/C2 z (144)/v2 V2 4 V2 92

d) direkt: c(p) =€ mit 0 < p < /2
7 w/2 /2 w/2
/ Inzdz = /ln(ei“’)iew dp = i/ew(ln|ei‘p| +ip)dp = —/ewgp dy
1 0 0 0
w/2
— _fiszJ)ﬂ/Q l/iwd R 2 L S |
(=), +7 [ erde = =5 2y '

0
Stammfunktion: In der geschlitzten Ebene C\IR® ist In z holomorph.
7 i 7 1 | i
/ l-Inzdz = zlnz|] — /z c—dz = (z(In|z|+iargz) — 2)[;
z

1 1

. . NG . T .
= Z<1H|Z|+Z§> —(i—1) = —§—z+1
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Cauchysche Integralsatze und Formeln

Fiir eine holomorphe Funktion f : D C C — C im einfach zusammenhangenden Gebiet
D, 2y € D und eine geschlossene stiickweise C''-Kurve ¢ : [a,b] — D\{zo}, die zy einmal
im positiven Sinn umlauft, gilt

Cauchyscher Integralsatz: f f(z)dz=0,

1
Cauchysche Integralformel: f(z) = j{ 1) dz ,

211 zZ— 2

(n) 1
verallg. Cauchysche Integralformel: 1"(z) = — j{ Lz) dz .

Aufgabe 19:

Man berechne ggf. mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel die folgenden Kurvenin-
tegrale (alle auftretenden Kurven seien positiv orientiert):

1
a) Y{Z+2dz, c:lz+1—1] =1,

[

22— 2242
b) fmdz, Cy |Z| = 057 Co . |Z| = 15,

c1,2

Ccos z
C)%mdz, C13’Z+2|:2, 621’2—1.5|22,
C1,2

224+32-1 .
d) %mdz, CI‘Z—’Z|:3,

c

e) %f#—%dz, c: |z| = m,
In 2 .
f) (—dz, c:lz—1-2i] = 2.

z—1—1)°
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Losung:
a) Isolierte Singularitit bei zp = —2 wird nicht von ¢: |z +1—1i| = 1 umschlossen
1
dz=0
7{ z+2 :
21— = 1
Bild 19 a): Kurve c¢: [z+1—i] = 1
22— 2242 (z—1—4)(z—1+14) 1
b) 57———5= — T =
2—2242 (24+1)E-1—-d9(z—-1+4+14) =z+1

Isolierte aber hebbare Singularitat bei z; =141, 20 =1 —4:

Isolierte und nicht hebbare Singularitat bei zy = —1:
1
2o wird von ¢ : |z| = 0.5 nicht umschlossen: j{ dz=10
z+1
C1

. 1 .

zp wird von ¢ : |z| = 1.5 umschlossen: j{ dz = 2mi
z+1

Cc2

Bild 19 b): Kurven¢; : |2| = 0.5und ¢p: |z] = 1.5
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) COS z 1 1
C) 5 =COoSZ2 -
22 — 72 z+7m z—7
Singularitdaten bei zo = —mund 23 =7
¢1: |z +2| = 2 umschliefit nur die isolierte Singularitét zyp = —m
1 1
= . = — — — . e —
f(z) =cosz P f(=m) = cos(—m) el
z2+m o! 27
Cc1
¢2 1 |z — 1.5] = 2 umschlieft nur die isolierte Singularitét z; = 7
1 1 1
— . = — . _
g(z) = cosz pospe g(m) = cos(m) e o
j{ g(2) g 2mig(m) 2wl ,
= =—i
z— 0! —2m

Bild 19 ¢): Kuwrven ¢;: [z +2] = 2und ¢ : |z —1.5] =

d) ¢: |z —i| = 3 umschliefit zunéchst beide Singularitat zo = —2 und z; = 1
22 +32-1 1 1
Partialbruchzerl D =1 —
artialbruchzerlegung P +z—1+ T

224+ 3z2—1
dz = d d
j{22+2—2 T ]{ z+j[z—1 Z+]{

c

w

)

—

Bild 19 d): Kurve c¢: |z —i| =

dz:()+27m'—|—2m':4m'

7
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e) Isolierte Singularitét bei zg = 0 liegt in ¢ : |z| = 7
z z z\/
7{,22+€—2dz: fz%iz%—jl{e—de:O—l—Qm(eHZ:D:Qm'
z z 1!
|z|=m |z|=m |z|=m

)
W

Bild 19 e): Kurvec: |z| = 7

f) Einzige Singularitdt bei zo =1+ ,

In z ist im von der Kurve c¢: |z — 1 —2i] = 2 umschlossenen Gebiet holomorph.
, 6 ‘ 6 6 3

n®@,—_- = m“wi+il=-—"  -—_ = _°

n'""’ z o n" (1 +1) (1+4) (ﬁeiﬂ/4)4 2

7{ Inz J omiln™(144) i
Z =
(z—1—1)° 41 8

4
3
2
1
1 2 3

Bild 19 f): Kurve c¢: |[z—1—2i| = 2

[
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Taylor-Reihe

Die Funktion f sei auf der offenen Menge D holomorph
f:DcC—C,

dann ist f in D beliebig oft differenzierbar und alle Ableitungen sind wieder holo-
morph.

Eine auf D holomorphe Funktion f ist um jeden Punkt zy € D in eine Potenzreihe
entwickelbar .

Z cn(z — 20)"

n=0

Die Koeffizienten sind eindeutig bestimmt und berechenbar durch

f(”)(zo) |

n!

Cp =

Die Potenzreihe stimmt also mit der Taylor-Reihe iiberein.
Im Kreis K, (20) :== {2 | |z — 20| < r} C D konvergiert diese Potenzreihe gleichmafig.
R = supr wird als Konvergenzradius bezeichnet.

Fiir einen positiv orientierten Kreis K, (zp) mit Radius » < R konnen die Koeffizienten
auch berechnet werden durch

_ 1 f(2)
K,

Man erhélt f" in K,.(z) durch gliedweises Differenzieren der Potenzreihe

oo
-1
E con(z — 20)" .

n=1

f besitzt eine Stammfunktion F' in K, (zp) und ist gliedweise integrierbar, d.h. es gilt

F(z) — F(z) = /Zf(g)df - ch — 2)"dE = ch/ — 2)"dE .

20 n=0

Bekannte Potenzreihen:
1 e o ~n

— n , < 1 = R, b s = R R = )

. ;z || ) e ZO . 00

[o.¢] _1 n TL
¢) sinz = Z %z%ﬂ ., R=o0, cos z Z
n=0 n=

R =
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Aufgabe 20:

d§
5— 3¢

zum Entwicklungspunkt

a) Man berechne die Taylorreihe von F(z) = /
1

2o = 1 und bestimme den Konvergenzradius.

b) Man bestimme die Konvergenzradien der Taylor-Reihen folgender Funktionen zu
den angegebenen Entwicklungspunkten z,, ohne die Reihen selbst zu berechnen:

: 9% ,
(1) f(Z):m, Z():—]_undZ():—]_—l,
. 1 71

(H) f(Z) - cosh z 0 = 5 >

(ili) f(2) =In(32+5), z=0und z=1.

Losung:

a) Der Integrand f wird unter Beriicksichtigung des Entwicklungspunktes zy = 1
so umgeformt, dass die Summenformel fiir die geometrische Reihe angewendet
werden kann.

1 1 1

& = 5= 3¢ 5-3(E6—-1)—-3 2-3(E—-1)
1 1 1 E-1)\" & 3"
! ﬁzéz( ) =3 e -1y

Diese Reihe konvergiert fiir |3(§ — 1)/2| < 1 gleichméBig, darf also in der Kreis-
scheibe |§ — 1| < 2/3 =: R gliedweise integriert werden:

F(z) = /15 3¢ ZQan_ dg
- %1/ € 1) de = Z< )%1(2—1)%1.

oz oz
b 1 = P
O RS Al S oy Sl Pepuy WY popy |
Die Singularitéten liegen bei z; = 1 4+ ¢ und 2o = 1 — 4. Damit ergibt sich
der Konvergenzradius der Taylorreihe zum Entwicklungspunkt z, durch

r =min{|z; — 20|, |22 — 20|} -

Fur zp = —1 bzw. zg = —1 — 7 erhalt man:

ry =min{|l +i— (=1)[,|]1 —i— (=1)|}
= min{|2 + i|, |2 — i|} = V5,

ro=min{|l +i— (=1 —14)[,|1—i— (=1 —1)|}
= min{2|1 +i|,2} = 2.
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(i)

(i)

Die Singularitéten von f(z) = ergeben sich aus

cosh z
= cosh z = cosy cosh x + i sin y sinh x

= cosy=0 = y=n/2+4knr
= sin(r/2 + k7)sinhx = (=1)*sinhz =0 = 2=0
Die Singularitéten liegen also bei z = (7/2 4+ kn)i, k € Z.

7
Der Konvergenzradius fiir zg = 5@ ergibt sich durch:

7
r o= mkin{|zk—zo|}:mkin{|(7r/2+k7r)i—§2|}
= min |x + 2kr — 7|/2 = |7 + 2m — 7|/2 ~ 1.2124

Der Hauptwert des Logarithmus der Funktion In(3z + 5) ist nur in der ge-
schlitzten Ebene definiert, d.h. reelle Wert x mit 3z +5 <0 = x < —5/3
sind nicht zugelassen. Der Konvergenzradius ergibt sich daher als kleinster
Abstand zu dieser nicht definierten Halbgeraden.

Fiir zp = 0 erhélt man r = |0 — (=5/3)| =5/3

und fiir 2o = 4 erhélt man 7, = |i — (=5/3)| = V/34/3.
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Laurent-Reihen:

Sei f im Kreisring

K, r(z)={2z€C|r<|z—2z| <R}

um den Entwicklungspunkt zy € C holomorph, dann gilt

a)

b)

f ist auf K, r(zo) eindeutig in eine Laurent-Reihe entwickelbar, d.h.

o0

flz) = Z ap(z — 2)" =

k=—o00

hE

a_p(z — 29) " F + Z an(z — 2)" .
1 k=0

(>
Il

Haugtteil Nebgnteil

Die Koeffizienten a;, sind eindeutig bestimmt und berechnen sich fiir £ € Z mit

r < p < R durch
1 f(2)
= dz .
U= o % (z — zg)FH1 :
lz—=20l=p
Der Kreis |z — zy| = p wird dabei einmal positiv durchlaufen. Er kann ersetzt wer-
den durch jede geschlossen C''-Kurve im Kreisring, die 2y einmal positiv umliuft.

Hauptteil und Nebenteil konvergieren in jedem abgeschlossenen Teilring
K; z(20) mit 7 <7 <[z — 20| < R < R absolut und gleichmaBig.

Ist f im Kreis Kg(2p) um 2o holomorph, dann verschwinden die Koeffizienten des
Hauptteils, d.h. es gilt 0 =a_; =a_5 = a_3 = --- und die Laurent-Reihe stimmt
mit der Taylor-Reihe iiberein.

Die  Konvergenzkarte  beispielsweise  einer  rationalen  Funktion
f(z) = p(2)/q(z) mit teilerfremden Polynomen p und ¢ und Nennernull-
stellen wy, mit £ < n zum Entwicklungspunkt zy setzt sich damit aus ineinander
geschachtelten Kreisringen

(0<) |z—20| <Ri<|z—20] <Re<|z—2]| < - <R,<|z— 2|

zusammen, mit Ry = |wy—zp|. Der innere Ring ist dabei ein echter Kreis |z —zg| <
Ry, falls zy keine Nennernullstelle ist, sonst ist es die punktierte Kreisscheibe 0 <
|z—29| < R;. Die Laurent-Reihen je Kreisring werden in der Regel unterschiedlich
sein.

Besitzt f in zy eine Definitionsliicke, dann handelt es sich um eine isolierte Singula-
ritat, wenn eine punktierte Kreisscheibe 0 < |z — zp| < r existiert, in der f holomorph

1st.
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Aufgabe 21:
Man gebe alle Potenzreihenentwicklungen der Funktion

2z
22 -1

f(z) =

zum Entwicklungspunkt
a) zp=2 und b) z=-1

mit Konvergenzbereich an.

Losung:

Die Faktorisierung des Nenners 22 — 1 = (z + 1)(z — 1) ergibt die Singularititen der

Funktion bei z; = —1 und 29 = 1. Eine Partialbruchzerlegung liefert:
2z 1 1
& =i ey " 751 o1

a) Aufgrund der Lage des Entwicklungspunktes bei zy = 2 und der beiden
Singularitdten 2z = —1 und 2o = 1 kann man ablesen, dass eine Taylor-
Reihenentwicklung in der Kreisscheibe |z — 2| < 1 vorliegen wird, eine Laurent-
Reihenentwicklung im Kreisring 1 < |z — 2| < 3 und eine davon verschiedene
Laurent-Reihenentwicklung im Auflenraum 3 < |z — 2|.

AN

Bild 21 a): Konvergenzbereiche der Laurent-Reihenentwicklungen um zy = 2

Mit Hilfe der Summenformel der geometrischen Reihe im entsprechenden Kon-
vergenzbereich konnen die Partialbriiche durch Reihenentwicklungen dargestellt
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werden:
|z —2| <1
1 1 =
= = —1)*(z —2)"
21 1+(z—2) nzzo( 'z =2)
|z —2|>1
11 1 1 i -1 \"
2=1  2-2 1+1/(z=2) 2-24=\2-2
o) -1
- Ypogm o L e
|z —2| <3
1 11 1
z4+1  34+z-2 3 1+(2-2)/3
Ien/ z2—-2\" & (=) .
- 3 (_ 3 ) :Z gn+l (2 —2)
n=0 n=0
|z —2| >3

1 IS U Y I
z+1  z=2 1+3/<Z—2)_Z—2n:0 z—2

Taylor-Reihe mit Konvergenz in der Kreisscheibe |z —2| <1 :

2—2 +Z "z —2)"

fz) = ler1 z—l Z
S )2_2

n=0

Laurent-Reihe mit Konvergenz im Kreisring 1< |z —2| <3 :

-1

) = et e =S C g S ey

n=0 n=-—oo
NG 7 N /

Nebenteil Haugtteil

Laurent-Reihe mit Konvergenz im Auflenring 3 < |z — 2] :

-1

) = b == 3 U S ey

z+1
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b) Da der Entwicklungspunkt zop = —1 mit der Singularitdt z; = —1 iibereinstimmt,
gibt es keine Taylor-Reihenentwicklung.

Bild 21 b): Konvergenzbereiche der Laurent-Reihenentwicklungen um zg = —1

Analog zu a) ergibt sich:

|z 4+ 1] <2
1 1 1 1 =1
= —_ - e = = 1”
21 21241 2 1-(2+1))2 ;znﬂ(”)
|z +1] > 2

1 1 1
T oz+1 1-2/(z+1) z+1

-1

1 n
- Z gn+1 (z T 1)

n=—oo

w
I
—_
|
5M8

S ()

In der punktierten Kreisscheibe 0 < |z 4 1| < 2 konvergente Laurent-Reihe:

1 1 1 >
_— == ]_
1(2) P 2+ 1 Z2 (z+
SN—— IL ,
Hauptteil Nebenteil

Im AuBenring |z + 1| > 2 konvergente Laurent-Reihe:

1 1 1 1
_ _ )"
fe) = 5+ Z+1+nz sz + 1)

2 =2
- z+1+n;oo2"+1(z+1) '




