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Komplexe Funktionen

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 5

Differentialrechnung im Komplexen:

Eine Abbildung f : D C C — C heifit holomorph, wenn sie in jedem Punkt z, des
Gebietes D komplex differenzierbar ist, d.h. es existiert

F(z0) o= lim £E =7 (20)

Z—20 Z — ZO

oder entsprechend

f(2) = f(20) + f'(20)(z — 20) +o(]z — ).
=df

Fiir die Funktion f : C — C mit z = z 4+ iy und f(z) = u(x,y) + iv(x,y), die in u
und v stetig partiell differenzierbar in einer (offenen) Umgebung von zy = xo + iy
sei, wird das komplexe Differential df in z, erklart durch

df := du +1dv ,

mit den reellen Differentialen dx = x — z¢y und dy =y — vy, sowie

du = ug(xo, yo)dr + uy(zo, yo)dy und dv = vy(xo, yo)dr + vy(z0, yo)dy -
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Man erhalt damit
df = uu(20,y0)dx + uy(zo, yo)dy + i(ve (2o, Yo )dr + vy(z0, yo)dy)

= (yx(ﬁﬁoa Yo) + vz (o, y@)dm + (yy(ifo, Yo) + vy (o, yol)dy .

=fx(20) =fy(20)

Die Differentiale dx und dy werden nun durch Differentiale in dz = z — zy = dx +idy
und dz = dx — idy ersetzt

I = L) T e
= 5 (aleo) — ifyo0)) = + 5 (o) + iy () d2
7 -

Fiir die komplexe Differenzierbarkeit von f nach z in zy verlangt man B = 0 und

erhalt p
d_y

df = Adz —  f'(z) = =

B =0 ergibt

0 = %(fx(Zo)Jrify(Zo)) :%<Ux(20)+ivx(zo)+i(“y(20)+“’y<20)))

1

= 3 (uz(20) — vy(20) + 1 (va(20) + uy(20))) -

Ein Koeffizientenvergleich fithrt auf w,(z0) — v,(20) = 0 = v,(20) + uy(20).

Eigenschaften holomorpher Funktionen:

a) f=wu+ivistin zg € D genau dann komplex differenzierbar, wenn

of
0z

gilt und f = (u,v)? total differenzierbar ist.

(20) =0

b) f(z0) = u(z0) + 1v(20) ist in 2y = xg + iyp € D genau dann komplex differen-
zierbar, wenn die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten

()= (o) = (o) =)

und f = (u,v)T total differenzierbar ist.
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Aufgabe 13:

Fir f: C — C mit f(z) = 2? berechne man

a) A:= 2 (fz(20) —ify(zo)) und

o= N

b) B := 5 (fa(20) +ify(20))-

Man vergleiche die Ergebnisse mit den Ableitungen von f nach den unabhéngigen
Variablen z und Zz, also mit
of of

0z 0z
Dabei sollen die bekannten Ableitungsregeln aus dem Reellen rein formal iibertragen
werden.

Losung

f besitzt folgende Zerlegung in Real- und Imaginarteil

f(z0) = Zg = (wo + Z'y0)2 = x% - yg +1220y0 = f(0, yo) -

Man erhalt
fm(ZO) = fm(xo, yo) = 2z + 12y , fy(Zo) = fy(l‘myo) = —2yp + 12z

1

a) A= - (fel20) —ify(20)) =

5 (2x0 + 12y — i(—2yo + 12x¢)) = 220+ 12y = 229

N | —

Durch rein formales Differenzieren wie im Reellen erhalt man 8_(20) =2z.
z

b) B = (faleo) + ify(20)) = 5 (20 + 250 + (=20 + i220)) = 0

Durch rein formales Differenzieren wie im Reellen erhalt man a—f(zo) =0.
z
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weitere Eigenschaften holomorpher Funktionen:

a) Ist f(z) reellwertig und holomorph auf D, dann ist f konstant.
b) Fiir holomorphe Funktionen gelten die bekannten Differentiationsregeln.

¢) Polynome, Potenzreihen, rationale Funktionen, trigonometrische Funktionen
und Exponentialfunktion sind in ihrem Definitions- bzw. Konvergenzbereich
holomorph.

d) Fiir holomorphe Funktionen f = u + iv gilt:

(i) div(grad u) = Au = 0 und rot(grad u) = 0, d.h. u ist eine harmonische
Funktionen (Au = 0) und grad u ist quellen- und wirbelfrei.
(ii) v ist harmonisch und grad v ist quellen- und wirbelfrei.
(iii) grad w und grad v stehen senkrecht aufeinander.
e) Fiir das C'-Vektorfeld w = (w1, ws) gelte rot(w) = 0 im IR?, dann ist w ein
Gradientenfeld, d.h. w = —grad .

Gilt divw = 0, dann ist das Orthogonalfeld w = (wy, —w;) Gradientenfeld,
d.h. w = grad v und die komplexe Funktion

O(z,y) = ul(z,y) +iv(z,y)

ist holomorph.
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Aufgabe 14:

a) Man iiberpriife, ob

(i) f(2) =z-Im(z) holomorph ist,
(i) ¢g(z) =224 2z +4i-Im(z) — 3i holomorph ist,
(iii) wu(z,y) = 2* — 32y* — 62y — 32* harmonisch ist.
b) Man zeige, dass
u(z,y) = 40> — 4y* — 120 + 9

harmonisch ist und konstruiere eine zu w konjugiert harmonische Funktion
v(x,y), d.h. eine Funktion v, fiir die die Funktion
f(2) = u(x,y) +iv(z,y) mit z = z + iy holomorph wird.

Losung:

a) (i =z-Im(z) = (x+iy)y= zy +i o*
) (1) f(2) (2) = (z +iy)y y y
=u(zy)  =v(z,y)
Wegen u, =y # 2y = v, sind die Cauchy-Riemannschen Differentialglei-

chungen nicht erfiillt und f ist nicht holomorph.

(ii) Mit z = x + 4y ergibt sich:
g(z) = 2z+42z+ 4ilmz — 34
= 2z +1y) + 2(x —iy) + diy — 3i = 4o +i(dy — 3)

Da Re g(z) = 4z =: u(z,y) und

Im g(z) = 4y — 3 =: v(z,y) stetig partiell differenzierbar sind und die

Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillen

Uy =4=vy, v,=0=—u,

ist g holomorph.

(iii)  Au(z,y) = (2° - 3zy® — 62y — 32°)4s + (2° — 329* — 62y — 327),,
= 6 —6—6x=—6

Damit ist u nicht harmonisch.

b) Au = (4a® —4y* — 1204+ 9),, + (42* — 4y* — 122+ 9),, =8 —8=0
Damit f(z) = wu(z,y) + iv(z,y) holomorph in C ist, miissen die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt sein:

vy=u, =8 —12 = v=_8zry—12y+c(x)
vy =8y + (x) = —u, = —(—8y)
= dx)=0 = clx)=ceR
Da v(x,y) = 8zy — 12y + ¢ (und auch u) stetig partiell differenzierbar ist, ist
f holomorph in C und v eine (die) konjugiert harmonische Funktion zu u.

Bemerkung:

Fir f(z) = (22 — 3)? und ¢ = 0 ergibt sich u(z,y) = Ref und v(x,y) = Imf.
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konforme Abbildungen

Ist f: D C C — C holomorph im Gebiet D mit f'(z) # 0 fir alle z € D, dann wird
f konform genannt.

Eigenschaften

a) Schneiden sich im Punkt zy zwei Kurve ¢; und ¢, so bleiben unter w = f(z)
Schnittwinkel erhalten, d.h., mit zo = ¢1(t1) = co(t2) und d;(t) := f(c;(¢)) gilt:

v = Z(éalta), er(t)) = arg éalta) —argéa(t) = v = Z(da(ts), di (1)) -
Diese Eigenschaft wird als winkeltreu bezeichnet.

b) Fiir alle von z; ausgehende Richtungen gibt |f'(zy)| den gemeinsamen Verzer-
rungsfaktor an, denn es gilt die Kettenregel:

d(t) = f'(c(t)) - (1)

Insbesondere bleiben lokal die Langenverhaltnisse erhalten.

Aufgabe 15:
Gegeben seien die Kurven ¢ (t) =t fiir t > 0 und cp(t) = 4e™ fiir —w <t < 7.
a) Man skizziere die Kurven ¢; und ¢, in der z-Ebene und bestimme ihren Schnitt-
punkt mit Schnittwinkel.

b) In welche Bildkurven der w-Ebene gehen ¢; und ¢y unter dem Hauptwert von
w = 4/z iber? Man iiberpriife, ob im Schnittpunkt der Bildkurven der Winkel
und das lokale Langenverhaltnis erhalten bleiben.

Losung:
Der Hauptwert der Wurzelfunktion fiir z = re’# ist festgelegt durch

w=+z:=+re¥? mit —r<p<m.

a) ci(t) =t fiir t > 0: positive reelle Achse
co(t) = de® fir —m <t < m:
Kreis vom Radius 7 = 4 ohne den Punkt z = —4.

Schnittpunkt z; von ¢; und ¢o: ¢1(4) =4 = 2z, = 2 (0)
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Bild 15 a): ¢(t), co(t) und Schnittpunkt z; = 4 in der z-Ebene
Ableitungen der Kurven in den Schnittpunkten:
Gt)=1= ¢(4) =1=1€"" und
Co(t) = die = ¢, (0) = 44 = dei™/?
Schnittwinkel:
7= £(2(0),61(4)) = arg ¢z (0) —arg&1(4)
= arg(4i) —argl = 5 —-0= 5
b) Fiir die Bildkurven erhélt man:
di(t) == \/ei(t) =Vt mit t > 0:  positive reelle Achse
dy(t) == \/ea(t) = 2¢/? fiir —7 <t <

Halbkreis vom Radius 7 = 2 in der rechten Halbebene (ohne die Punkte w =
+2i).

Schnittpunkt:  d;(4) =2 = dy (0)
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Bild 15 b): d;(t), do(t) und Schnittpunkt w, = \/z; = 2 in der w-Ebene
Ableitungen der Bildkurven in den Schnittpunkten:
d(t) — 2%/% = dy(4) = :11 _ }lei'o und
dy(t) = ie™? = dy (0) =i = e"/?
Schnittwinkel:
5= £ (d2 (0),d1(4)) = arg s (0) — arg dy (4)

T T
— ) — 1/4=2—_0="2
arg(i) —arg1/4 =2 —0= 7
5 (0 4i ' dy (0
lokales Langenverhaltnis: ’CZ )| = M =4 = il = | 2( )|
(@) (1 11/4]  |di(4)]

Bemerkung:
Der Streckungsfaktor f'(c(t)), der in

: d .
d(t) = — (f(c())) = ['(e(8))é(?)
steckt, kiirzt sich im Schnittpunkt heraus.
Der Schnittwinkel und das lokale Langenverhéltnis bleiben erhalten, da die
1
Kurven im Holomorphiegebiet von 4/z verlaufen und dort f'(z) = NG # 0
z
gilt.
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Aufgabe 16:

a) Man skizziere die beiden Kreise K1 = {z € C| |z — 1| = 1} und Ky = {z €
C | |z| = 3} und berechne die beiden Punkte z; und zs, die symmetrisch zu
beiden Kreisen liegen.

b) Man bestimme alle konformen Funktionen

az+b
cz+d

T(z) =

mit 7'(z;) = 0 und T'(z3) = o0.

¢) Man skizziere das Bild von K; und K, unter 7', wenn noch
T(0) =1 gilt.

Losung:

%

Bild 16 a): Kreise K; und K,
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b)

Symmetrie zu Ky = {z € C | |z| = 3} und
Ky ={z € C ||z — 1] = 1} liefert die Bedingungen

9
2122 = 32:>22:—
<1
(21—1>(52—1) = 12:><21—1)(Zg—1):1
1
= 27-914+9 = 0
9+3v5 9 9F¥3Vh
= 21 = —/— = % = — =———
2 21 2
Mit T'(z) = k- Tl undk e C\{0} gilt w; =T(z)=0und we =T (25) =
Z — 29
00.

T ist eine Mobius-Transformation wegen k # 0,
denn ad — bc = k(2 — 22) # 0.

T ist holomorph fiir z € C\{z2} und deshalb auch konform in diesem Gebiet,
ad — be
da T'(z) = ——— # 0 gilt.
aT'(z) EEPAE #0gi
Da z; und 2o symmetrisch zu K; und K5 liegen, liegen auch w; = 0 und
wy = oo symmetrisch zu den Bildkreisen T'(K;) und T(K3). Da z9 nicht auf
K 5 liegt, liegt wy = oo nicht auf den Bilder. Damit miissen 7'(K7;) und T'(K»)
Kreise um den Ursprung sein.

Da z3 = 0 auf K liegt, wird K; wegen T'(0) = 1 auf den Einheitskreis abge-
bildet.
Aus T(0)=1=k-

O_
k- Z folgt k= 22 und
0—22 Z9 Z1

2(z—21)  mz— 2z 22 —9

T(z) =

21(z—2) 22— 22 2129

Der Radius R von T'(K,) kann, da zy = 3 auf K liegt, durch R = |T'(3)|
bestimmt werden.

Konkret ergibt sich fiir z; = %‘?’ ~ 1.15

1++/5
1-+5

. 3.%_9

~ 2.618

3.#_9
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Bild 16 c): Kreise T'(K;) und T(K3) mit 2 = %‘?’ ~ 1.15

Da z; im Inneren von K; liegt, wird das beschrankte zwischen den beiden
Kreisen liegende Gebiet abgebildet auf den Kreisring

{weC|l<|w| <R=2618}.

9+3v5
2

Im umgekehrten Fall, d.h. z; = ~ 7.85, erhalt man den Kreisring

{weC|R=0.38 < |w| <1}.
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Konforme Gebietsverpflanzung bei Problemen der
Elektrostatik

Gegeben sei eine C?-Funktion ® : D — C, die im Gebiet D C C der ’physikali-
schen Ebene’ die Losung eines Problems angibt, beispielsweise beschrieben durch:

A®P =0 mit Randbedingungen ®|5p = Py . (P)

Da (P) in D in der Regel schwer zu 16sen ist, wird es durch eine konforme Transfor-
mation f: D — W verpflanzt in das einfachere Gebiet W C C der Modellebene,
durch

UV:W—=D—=C mit V:=qof!'.

Man 16st dann das Ersatzproblem (P’) in der Modellebene:
AV =0 mit Randbedingungen ¥|gy = ¥y . (P)

Gerechtfertigt wird das Losen von AW = 0 durch den konformen Verpflanzungs-
satz
A=AV - [f'(2)],

denn wegen |f’(2)|? # 0 (f konform) gilt damit: A® =0 & AV = 0.

Anschliefilend transformiert man das durch ¥ geldste Problem (P’) zuriick und erhalt
die Losung ® des Ausgangsproblems (P).

In Kreisgebieten W vereinfacht sich das Losen eines Modellproblems mit AV = 0
in der Regel durch Verwenden von Polarkoordinaten (r, ¢):

(x,y) = (rcosp,rsiny) .

Die Laplacegleichung besitzt dann die Darstellung

1 1
A\IJZ‘IITT+;\IIT+ﬁ\II¢4P:O.
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Aufgabe 17:

Gegeben sei das durch die beiden Kreise K1 ={z € C| |z —1| =1}
und Ky = {z € C| |z| = 3} berandete beschrinkte Gebiet D.

Man berechne eine auf D harmonische Funktion, die auf K; den Wert 1 und auf K5
den Wert 2 annimmt.

Hinweis:  Man transformiere das Problem, wie in Aufgabe 16 angegeben, l6se das
konform verpflanzte Problem in Polarkoordinaten und transformiere zurtick.

Losung:

N

Bild 17 a): Gebiet D
Gesucht ist die reellwertige Funktion « : D C IR* — IR fiir die mit z = = + 4y gilt
Au(z,y) = 0 firale (z,y)T €D
u(r,y) = 2 firalle (x,y)7 € K,
u(z,y) = 1 firale (z,9)7 € K;.

Das Gebiet D wird jetzt durch die konforme Mébius-Transformation 7" aus Aufgabe
16 auf einen der Kreisringe, z.B. T'(D) = {w € C|1 < |w| < R = 2.618} abgebildet.

Die konform verpflanzte Funktion lautet mit 7'(z) = w = £ + i
U(§,n) =U(w) == u(T""(w)) = u(2)
und erfiillt wegen des zweiten konformen Verpflanzungssatzes:

Au = AU - |T'(2)|> und T'(z) # 0 das Randwertproblem

AU n) = 0 firalle (&n)7 €T(D)
UE&n = 2 firalle (&n)7 €T(Ky)
Un) = 1 firalle ({n)" € T(Ky).
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Dieses Problem im Kreisring 7'(D) lésst sich besser in Polarkoordinaten l6sen, des-
halb wird erneut mit £ =rcosg, n=rsinyp,

1<r<R,0<¢<2rund v(r,p) := U((r,¢),n(r,¢)) transformiert und das
Problem lautet jetzt

1 1
Upp + =0 + S0p = 0 firalle 1<r<R, 0<¢<2r
r r
v(R,p) = 2, 0<p<2r

v(l,p) = 1.

NI

Bild 17 b): T(D)={w e C|1 < |w| < R=2618} mit 2 = 235 ~ 1.15

Auf Grund der Gebietssymmetrie und der Rotationssymmetrie der Randdaten liegt
die Vermutung nahe, dass dieses Problem eine rotationssymmetrische Losung be-
sitzt, d.h. v(r, ¢) = v(r). Das Problem vereinfacht sich so zu einer Randwertaufgabe
mit gewohnlicher Differentialgleichung

1

U +—v, = 0 fliralle 1<r<R
r
v(R) = 2,
v(l) = 1,

deren allgemeine Losung lautet v(r) = ¢y Inr + cs.
Anpassen an die Randdaten liefert

l=v(l)=cilnl4+c=c und 2=v(R)=cInR+1
= clzl/lnR.

Die gesuchte Losung in Polarkoordinaten lautet somit

Inr

= =—+1.
o(r9) = o(r) = e+
Riicktransformation in die w—Ebene ergibt dort die Losung
1
U(w) = ol + 1.

In R
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Riicktransformation in die z—Ebene ergibt dort die Losung

u(z) = %ﬁ;”—l—l.

Mit (beachte z; 2 € IR)

292 — 9 2927Z0Z — 9(292 + Z2Z) + 81 1/2
() — —(

212 —9 212212 — 9(z12 + Z212) + 81
2227 — 9zy(z + 2) + 81\
- (z%zi —92(2+2) + 81)
2(2% + y?) — 1820z + 81\ /?
<z%(x2 +y?) — 18212 + 81)

ergibt sich in der (z,y)—Ebene die Losungsdarstellung

1 22(2% + y?) — 18292 + 81
— ] 2 1.
U y) = o g (z%(;ﬁ ) — 18z +8l)

[

o

-3 -2 -1 0 1 2 3

Bild 17 c¢): Hohenlinien der Losung u(x,y)



