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Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 3

Elementare komplexe Funktionen:

Mit 2z = o + iy = re*? und 2y = 2o + iyg = 70€?°, sowie f : C — C erhilt man

Verschiebung um den Vektor (z, yo):

f(z) =24 20 = (z+x0) +i(y + v0)

Drehung um den Winkel ¢y und Streckung um den Faktor ry:

fz)=2-2= (ror)ei(“”‘m)

quadratische Funktion: (Radius quadrieren und Winkel verdoppeln)

fz)=2*= ('r’e"‘p)2 = r2ei2¢)

Hauptwert der Wurzelfunktion

Der Hauptwert der Umkehrfunktion zu f(z) = 2? = w wird fiir w = re™ mit r > 0
und —7 < ¢ < 7 definiert durch

FHw) = Vw = r'/?e/?
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Aufgabe 5:

Man bestimme das Bild von @ :={z € C |0 < Re(z) <1, 0 <Im(z) < 1} unter der
durch f(z) =i2% + 2 definierten Abbildung.

Losung:

a)

Bild 5.1 Q:={2€C|0<Re(z)<1,0<Im(z) <1}

Die Abbildung f(z) = i2? + 2 wird interpretiert als Hintereinanderausfithrung
f=fsofoofimit fi(2) =2%, fo(u) =iuund f3(v) = v+ 2.

Bild 5.2 f1(Q)}

Mit der Funktion f(z) = z? werden die Rander von @ folgendermafien abgebil-

det:

(1)

(i)

(i)

(iv)

ci(z) =z mit x € [0,1]:  fi(c1(2)) = 22,

damit wird das Intervall [0, 1] in sich abgebildet.

eoy) =1+iymity e [0,1] = filea(y) =1 +iy)* =1—-y* +i2y
(nach unten gedffnete Parabel bzgl. der y-Achse)

cz)=x+imitz €[0,1] = fila@)=(@+i)?=2>—-1+i2z
(nach oben gebffnete Parabel bzgl. der y-Achse)

ca(y) =iy mit y € [0,1]:  fi(ea(y)) = (iy)* = —y*,

damit ist das Bild von ¢4 das Intervall [—1,0].
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Bild 5.3 f,(f1(Q))}
Die Funktion fy(u) = iu bewirkt eine Drehung um den Winkel ¢ = g

Bild 5.4 f(Q) = f3(f2(f1(Q)))}

Die Funktion f3(v) = v + 2 bewirkt eine Verschiebung in Richtung der positiven
x-Achse um den Wert 2.

Elementare komplexe Funktionen: (Fortsetzung)

Exponentialfunktion:

f(2) =e" =" = e%e¥ = ¢ (cosy + isiny)

Hauptwert der Logarithmusfunktion

Der Hauptwert der Umkehrfunktion zu f(z) = ¢* = w wird fiir w = re®” mit r > 0
und —7 < ¢ = argw < 7 definiert durch

fHw) =lnw=In|w|+iargw.
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Aufgabe 6:

a) Gegeben seien z; = 3 + WZZ und zo =1 — %Z Man berechne

exp(z1) , exp(zs) und  exp(zr + 2)

in kartesischen Koordinaten und bestatige an diesem Beispiel die Giiltigkeit der
Funktionalgleichung der e-Funktion in C:

exp(z1) - exp(22) = exp(z1 + 22) -
b) Fiir den Hauptwert des komplexen Logarithmus In und z; = —i und zp = —2i

berechne man
In(z1), In(z2) und In(z;22),

falls dies moglich ist.

Losung:

v 3 T LT 63\/_ ,63\/_
a) exp(z1) = exp (3—1— —) =e (cos <Z> + isin (Z)> = 2 +1 5 2

exp(z2) = exp (1 - %Z) —e (cos (g) _isin (g)) — e

i A T T etV2  et2
exp(z; + z2) = exp (4— —) =e (COS <Z) — i sin (—)) = 2 —i— 2

Damit erhalt man

exp(21) exp(2z2) = ( 5 5 = —1 = exp(z1 + 22) -

63\/5+z'63\/§>(—z’e) V2 V2

b) Der Hauptwert In z des Logarithmus ist definiert fiir —7 < arg z < 7w durch
Inz=In|z|+iargz.

In(z) =In(—i) =In| —i| +iarg(—i) =Inl —in/2 = —in/2
In(z9) = In(—2i) = In| — 24| +iarg(—2i) =In2 — in/2

2129 = —Z(—2Z) = -2 = 26_m

Damit liegt 212, nicht im Definitionsbereich des Hauptwertes und
In(z122) = In(—2) kann nicht berechnet werden.
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Elementare komplexe Funktionen: (Fortsetzung)

trigonometrische Funktionen:

. e — e e 4 e sin z
sing .= ————, cosz:=———, tanz:=
21 2 coS z

hyperbolische Funktionen:

i e
sinhz:=———, coshz:=——, tanhz:=

Joukowski-Funktion:

1
Die Joukowski-Funktion ist nicht bijektiv, denn es gilt f(z) = f (—)

z
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Aufgabe T7:

Die sin-Funktion wird im Komplexen definiert durch

: _i iz =iz
S 2 = Z(@ € )

Man berechne Real- und Imaginarteil von sinz und bestimme alle Losungen von
sin z = 2.

Losung:
Mit z = x + 1y gilt:

o e—iz) — _% (e—y—l-im _ ey—ix)

~
[
<.
I8

(—ie"¥(cosx + isinz) + ie¥(cosx — isinz))

= - (sinz(e? +e7¥) +icosz(—e ¥ +¢Y))

N~ N~ §3|'—‘

= sinxzcoshy + icosxsinhy
2=sinz = sinxcoshy +icoszsinhy = cosxsinhy =0

1. Fall: sinhy=0 = y=0 = sinzcosh0=sinx =2
besitzt keine Losung.

2.Fall: coszx =0 = x:g+k7r, ke
= sin (g + lm) coshy = (—1)"coshy = 2
= coshy=2und k=2n =y = Farcosh 2

= zn:g+2n7rj:z’arcosh2, neZ
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Aufgabe 8:

Gegeben sei die Joukowski-Funktion w = f(z) :=

a) Man bestimme die Bilder

(i) des Kreises |z| = 3,
(ii) des Halbstrahls Re(z) = Im(z) > 0,
(iii) des Halbstrahls Re(z) =0, Im(z) > 0.

b) Man berechne die Umkehrfunktion z = f~!(w) fiir |z| > 3.

Losung;:

a) (i) Mit der Polardarstellung z = 3e¢'?, 0 < ¢ < 27 auf dem Kreis |z| = 3 erhélt
man:

1 [ 3e™ 3 1, . .
= — - = — v W - —1 1 .
f(2) 5 ( 3 ~|—3€w> 2(6 +e ) =cosp € [—1,1]

(ii) Die Polardarstellung z = re"™* 0 < r < oo des Halbstrahls
Re(z) = Im(z) > 0 ergibt:

1 z7r/4
f(Z) = 5( T@“r/4>

<- cos /4 + i sin/4) + i(cosw/él - isinw/ll))

r 3 i T 3 .
- (6 + 2_r> cosm/4 +i <6 — 5) sin/4.

. J/
v~ v~
=u =v

<

N —
QO

u = Re(f) und v = Im(f) erfiillen die Hyperbelgleichung

u? v r+3 2 r 3 2_1
cos?m/4  sin’w/4 \6  2r 6 2r)
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Mathematica Plot-Befehl

ParametricPlot [{Sqrt[2] Cosh[t]/2,
Sqrt[2] Sinh[t]/2}, {t, -2.1, 2.1},
AxesLabel -> {"Re", "Im"}, PlotRange -> {-3, 3}]

= (24 ) smio= (2 2)

entspricht der Radius r» = 3 dem Wert ¢t = 0.

Mit

4L

2L

st

Bild 8 a)(ii): Hyperbel

(iii) Aus der Polardarstellung z = re"™/2? = ir, 0 < r < co des Halbstrahls
Re(z) =0, Im(z) > 0 folgt:

1w 3 T 3 .
f(z)_§<§+;)_z<6—§) mit ¢t € R.
N—

=t
Die Polardarstellung fithrt im Bild also auf die imaginare Achse.

9
b) Die Joukowski-Funktion ist nicht bijektiv, denn es gilt f (—> = f(2).
z

Die Umkehrfunktion von f ergibt sich durch Auflésen von w = f(z) nach z:

1
w:—(z+§) = 6wz =2>+9
3z

= 22— 6wz+9=(2-3w)? -9’ +9=0 = (z—3w)?=9(w*—1)

= z=fHw)=3(w+ Vw2 —1)

Fir vw? — 1 ist dabei der Zweig zu wihlen, fir den |z| > 3 gilt.



