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Zahlen in der komplexen Ebene C:

kartesische Koordinaten firz € C: z=z+wy mitx,y € IR

imaginare Einheit i :=+v/—1 <& ¢:=—1

Realteil Re(z) =z,
Imaginérteil Im(z) =y,
Konjugation Zi=x—1y
Addition 21+ 29 = (11 +iy1) + (22 + y2)

= (x1 + 22) +i(y1 + y2)

Multiplikation 21+ 29 = (21 + 1y1) (22 + 1y2)
= (2172 — Y1y2) + i(@1Y2 + T2y1)

Betrag 12| = VzZ =2+ v,
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Formel von Euler: firz € R

e’ r=cosx +isinx

Polarkoordinaten fiir z € C\{0}:
z=re¥ mit r>0 und

0 < p < 27 (oder alternativ. —m < ¢ < )

Radius=Betrag: r = |z],
Winkel=Argument: ¢ = arg(z)
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Umwandlung komlexer Zahldarstellungen:

a) kartesische Koordinaten — Polarkoordinaten

r=|z| = v+ y?

( alrctamg , x>0 , y>0
x
7
5 7$:77y>0
0<p<2r = =4 7T—|—arctany , <0
- x
3T
7 ,xZO,,y<O
\27T+arctang,:1:>0 , Yy <0
x
(
arctan 2 , x>0
.
5 ,ZU:O,,y>O
—T <77 = =/ 7T—|—&1"Ctang , <0 y >0
x
7
3 , x=0, , y<0
—7T+&I‘Ct&ﬂg,$<0 , Yy <0
\ x

b) Polarkoordinaten — kartesische Koordinaten

z=re¥ =r(cosp+ising) = x=rcosp, y=rsinp.

Berechnung n-ter Wurzeln:

Alle Losungen z; € C von z" = ¢ mit ¢ € C ergeben sich tiber die
Polarkoordinatendarstellung von ¢ = re'¥ durch

2 = eI 01 n—1.
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Aufgabe 1:
Gegeben sind die komplexen Zahlen

(1 + 2i)>2 14 iv/3
z21 = BT und 29 = S

a) Man ermittle Real- und Imaginérteil von z; und die Polardar-
stellungen von z; und zo.

C(14+20)*  (=3+49)(2+i) —10+50
S S i -

-2+

=  Re(z1) =—2, Im(z)=1

21| = v/(—2)2 4 12 = V/5, arg(z1) = m + arctan (—%) :
)

DO —

— 2 = \/gei(w—arctan<

1+iV3
2

1 V3
29 = Re(z) = 5 Im(29) = -5

20| = 1, arg(z,) = arctan v/3 = g,

= 2y =e"/3
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b) Man bestimme 23 .

o\ 6 . :
Zg _ (67?2/3) _ e6m/3 _ 627” 1

¢) Man gebe alle Losungen der Gleichung
(w + 22)3 =1

in kartesischen Koordinaten an.

(w4 2)° =1= 1€

11/3(0+2mk)i/3 _

= Wi = 2, k=0,1,2

1+iv3  1—iV3

w(]:]._Z2:1_ 2 2

i3 —1+ivV3 1+iV3

—1—w/3 1+1v3

w1 —1,

_ e47rz'/3 .

w2 )
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Aufgabe 2:

Man skizziere die folgenden Punktmengen in der komplexen Zahle-
nebene:

a) {w € C: |w+ zl>=8i}, mitz=+3—1

w4+ 2P =18 =8 & |w+ =2
kartesische Darstellung w = u + iv:

w+ 2| = Jut+iv+V3—i|=|u+V3+ilv—1)
= \/(u+\/§)2+(v—1)2=
= (u+V3)? 4 (v—1)72=22

Kreis:  Mittelpunkt (—\/§, 1) . Radius 2.
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b) {z € C: |Re(2)| + [Im(2)| < Vv/2},

kartesische Darstellung 2z =z + 1y:

<2

1

Re(2)| + [Im(2)] = |2] + [y| = H ( f;)

Quadrat: Kantenlange 2

Eckpunkte:  (v/2,0), (0,4/2), (—v/2,0) und (0, —v/2) im IR

8
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¢) {z € C: 9Re(z?) + 13(Im(z))* = 36},

36 = 9Re(2%) + 13Im(2)* = 9Re((x + iy)?) + 13(Im(x + iy))*
— 9Re(a® — 3 + i2zy) + 13y* = 9(a® — 3?) + 13y

= 91° + 4y2

_ 7\ 2 Y\ 2
Blipse:  (5) +(5) =1,
1pse 5 + 3
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d) {z € C: 3n/2 < arg(zi) <27, 0 < |2|}.

arg(zi) = arg(re’¥e™/?) = arg(re' ™) = p + 1/2

= T < <3m/2

3. Quadranten ohne die berandenden Achsen
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komplexwertige Folgen

Eine komplexe Zahlenfolge (z,), .y ist genau dann konvergent

mit Grenzwert z* und man schreibt lim z, = z*, wenn gilt
n—oo

lim |z, — z"| =0.
n—0o0
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Aufgabe 3:

Man untersuche die Folge
2w=1+1, zn+1:%(2—7}+zn)

auf Konvergenz und bestimme ggf. den Grenzwert.

Wenn z,, konvergiert, so gilt mit

Z" = lim z, = lim z,,1 :
n—o0 n—o0

z, konvergiert, da

?

> i) i
2( i+ 2,) — 1

o — ] = '

1

1 .
:é‘zn_z‘

1
i

i/2

1 2
<§> |Zn_1—?;|:...
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N | —
N~
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=
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=

I
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N | —
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=
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Stetigkeit bei komplexwertigen Funktionen:

Eine Funktion f: D — C (mit D C C offen)
ist genau dann stetig in 2z € D,

wenn fiir eine beliebige Zahlenfolge <Zn>ne]N

mit z, € D und lim z, = z gilt

n—oo

f(zo) = lim f(z,) .

n—o0



komplexe Funktionen, K.Rothe, SoSe23, Hirsaaliibung 2 (Beispielaufgaben 1-4) 14

Aufgabe 4:

Fiir eine komplexe Zahlenfolge (z,), Ny zeige man die folgende
Aquivalenz:

lim z,=2" < lim, o Re(z,) = Re(2¥)
n—oo

A lim Im(z,) = Im(z") .

n—0o0

lim z, = 2*
n—oo

& 0= lim |z, — 2"| = lim \/Re(zn—z*)QJrIm(zn—z*)?

n—oo n—o0

& lim Re(z, —2") =0 A lim Im(z, —2") =0

n—oo n—oo

< lim Re(z,) — Re(z") =0 A lim Im(z,) —Im(z*) =0

n—o0 n—o0

< lim Re(z,) = Re(2") A lim Im(z,) = Im(z")

n—oo n—oo



