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Hörsaalübung mit Beispielaufgaben zu Blatt 2

Zahlen in der komplexen Ebene C:

kartesische Koordinaten für z ∈ C: z = x+ iy mit x, y ∈ IR

imaginäre Einheit i :=
√
−1 ⇒ i2 = −1

Realteil Re(z) := x,
Imaginärteil Im(z) := y,
Konjugation z̄ := x− iy
Addition z1 + z2 = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2)
Multiplikation z1 · z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1)

Betrag |z| :=
√
zz̄ =

√
x2 + y2,

Formel von Euler: für x ∈ IR eix := cosx+ i sinx

Mit Hilfe der Additionstheoreme trigonometrischer Funktionen erhält man

eiφ1eiφ2 = (cosφ1 + i sinφ1) · (cosφ2 + i sinφ2)

= cosφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2 + i(cosφ1 sinφ2 + cosφ2 sinφ1)

= cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2) = ei(φ1+φ2) .

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen (in Polarkoordinaten) ergibt daher

z1 = r1e
iφ1 , z2 = r2e

iφ2 ⇒ z1z2 = r1r2e
i(φ1+φ2),

insbesondere gilt (reiφ)
n
= rneinφ.
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Polarkoordinaten

für z ∈ C\{0}: z = reiφ mit r > 0 und 0 ≤ φ < 2π (oder alternativ −π < φ ≤ π)

Radius=Betrag: r = |z| , Winkel=Argument: φ = arg(z)

Umwandlung komlexer Zahldarstellungen:

a) kartesische Koordinaten −→ Polarkoordinaten

r = |z| =
√

x2 + y2

0 ≤ φ < 2π ⇒ φ =



arctan
y

x
, x > 0 , y ≥ 0

π

2
, x = 0, , y > 0

π + arctan
y

x
, x < 0

3π

2
, x = 0, , y < 0

2π + arctan
y

x
, x > 0 , y < 0

−π < φ ≤ π ⇒ φ =



arctan
y

x
, x > 0 ,

π

2
, x = 0, , y > 0

π + arctan
y

x
, x < 0 y ≥ 0

−π

2
, x = 0, , y < 0

−π + arctan
y

x
, x < 0 , y < 0

b) Polarkoordinaten −→ kartesische Koordinaten

z = reiφ = r(cosφ+ i sinφ) ⇒ x = r cosφ , y = r sinφ.

Bemerkung:

Gelegentlich wird für den Winkel anstelle von 0 ≤ φ < 2π auch −π < φ ≤ π verlangt.

Dann liefert arctan
y

x
im 1. und 4. Quadranten das richtige Ergebnis. Für den 2. Qua-

dranten muss π addiert und für den 3. Quadranten π subtrahiert werden.

Berechnung n-ter Wurzeln:

Alle Lösungen zk ∈ C von zn = c mit c ∈ C ergeben sich über die Polarkoordinatendar-
stellung von c = reiφ durch

zk =
n
√
re(φ+2kπ)i/n , k = 0, 1, . . . , n− 1 .
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Aufgabe 1:

Gegeben sind die komplexen Zahlen z1 :=
(1 + 2i)2

2− i
und z2 :=

1 + i
√
3

2
.

a) Man ermittle Real- und Imaginärteil von z1 und die Polardarstellungen von z1 und
z2.

b) Man bestimme z62 .

c) Man gebe alle Lösungen der Gleichung (w + z2)
3 = 1 in kartesischen Koordinaten

an.

Lösung:

a) z1 =
(1 + 2i)2

2− i
=

(−3 + 4i)(2 + i)

(2− i)(2 + i)
=

−10 + 5i

5
= −2 + i

⇒ Re(z1) = −2, Im(z1) = 1

|z1| =
√

(−2)2 + 12 =
√
5, arg(z1) = π + arctan

(
−1

2

)
,

z1 =
√
5ei(π−arctan( 1

2)),

z2 =
1 + i

√
3

2
⇒ Re(z2) =

1

2
, Im(z2) =

√
3

2

|z2| = 1, arg(z2) = arctan
√
3 =

π

3
, z2 = eπi/3

b) z62 =
(
eπi/3

)6
= e6πi/3 = e2πi = 1

c) (w + z2)
3 = 1 = 1e0

⇒ wk = 11/3e(0+2πk)i/3 − z2 , k = 0, 1, 2

w0 = 1− z2 = 1− 1 + i
√
3

2
=

1− i
√
3

2
,

w1 = e2πi/3 − z2 =
−1 + i

√
3

2
− 1 + i

√
3

2
= −1,

w2 = e4πi/3 − z2 =
−1− i

√
3

2
− 1 + i

√
3

2
= −1− i

√
3.
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Aufgabe 2:

Man skizziere die folgenden Punktmengen in der komplexen Zahlenebene:

a) {w ∈ C : |w + z2|3 = |8i|}, mit z2 :=
√
3− i,

b) {z ∈ C : |Re(z)|+ |Im(z)| ≤
√
2},

c) {z ∈ C : 9Re(z2) + 13(Im(z))2 = 36},

d) {z ∈ C : 3π/2 < arg(zi) < 2π , 0 < |z|}.

Lösung:

a) |w + z2|3 = |8i| = 8 ⇔ |w + z2| = 2

Mit der kartesischen Darstellung w = u+ iv erhält man:

|w + z2| = |u+ iv +
√
3− i| = |u+

√
3 + i(v − 1)|

=
√

(u+
√
3)2 + (v − 1)2 = 2

⇒ (u+
√
3)2 + (v − 1)2 = 22

Die Punktmenge ist ein Kreis mit Mittelpunkt
(
−
√
3, 1

)
und

Radius 2.

b) Mit der kartesischen Darstellung z = x+ iy erhält man:

|Re(z)|+ |Im(z)| = |x|+ |y| =
∣∣∣∣∣∣∣∣( x

y

)∣∣∣∣∣∣∣∣
1

≤
√
2

Die Punktmenge ist ein Quadrat mit Kantenlänge 2 und den Eckpunkten

(
√
2, 0), (0,

√
2), (−

√
2, 0) und (0,−

√
2) im IR2 bzw.

√
2, i

√
2,−

√
2 und −i

√
2 in C.

c) 36 = 9Re(z2) + 13Im(z)2 = 9Re((x+ iy)2) + 13(Im(x+ iy))2

= 9Re(x2 − y2 + i2xy) + 13y2 = 9(x2 − y2) + 13y2

= 9x2 + 4y2

Die Punktmenge wird also durch folgende Ellipse beschrieben:(x
2

)2

+
(y
3

)2

= 1 .

d) arg(zi) = arg(reiφeiπ/2) = arg(rei(φ+π/2)) = φ+ π/2 ⇒ π < φ < 3π/2

Damit ist die Punktmenge gegeben durch den 3. Quadranten ohne die berandenden
Achsen.
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komplexwertige Folgen

Eine komplexe Zahlenfolge (zn)n∈IN ist genau dann konvergent mit Grenzwert z∗ und
man schreibt lim

n→∞
zn = z∗, wenn gilt

lim
n→∞

|zn − z∗| = 0 .

Aufgabe 3:

Man untersuche die Folge

z0 = 1 + i , zn+1 =
i

2
(2− i+ zn)

auf Konvergenz und bestimme ggf. den Grenzwert.

Lösung:

Wenn zn konvergiert, so gilt mit z∗ := lim
n→∞

zn = lim
n→∞

zn+1 :

z∗ =
i

2
(2− i+ z∗) ⇒ z∗

(
1− i

2

)
=

(2− i)i

2
⇒ z∗ = i.

zn konvergiert, da

|zn+1 − i| =
∣∣∣∣ i2 (2− i+ zn)− i

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ i2
∣∣∣∣ ∣∣∣∣2− i+ zn −

i

i/2

∣∣∣∣ = 1

2
|zn − i|

=

(
1

2

)2

|zn−1 − i| = . . . =

(
1

2

)n+1

|z0 − i| =
(
1

2

)n+1
n→∞−→ 0
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Stetigkeit bei komplexwertigen Funktionen:

Eine Funktion f : D → C (mit D ⊂ C offen) ist genau dann stetig in z0 ∈ D, wenn für
eine beliebige Zahlenfolge (zn)n∈IN mit zn ∈ D und lim

n→∞
zn = z0 gilt

f(z0) = lim
n→∞

f(zn) .

Aufgabe 4:

Für eine komplexe Zahlenfolge (zn)n∈IN zeige man die folgende Äquivalenz:

lim
n→∞

zn = z∗ ⇔ lim
n→∞

Re(zn) = Re(z∗) ∧ lim
n→∞

Im(zn) = Im(z∗) .

Lösung:

lim
n→∞

zn = z∗ ⇔ 0 = lim
n→∞

|zn − z∗| = lim
n→∞

√
Re(zn − z∗)2 + Im(zn − z∗)2

⇔ lim
n→∞

Re(zn − z∗) = 0 ∧ lim
n→∞

Im(zn − z∗) = 0

⇔ lim
n→∞

Re(zn) = Re(z∗) ∧ lim
n→∞

Im(zn) = Im(z∗)


