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Aufgabe 1: (2 Punkte)

Man bestimme das Bild von

7r T
= ——< < - <
K {ZE@| 4_arg(z)_4,|z|_1}
unter der durch f(z) = 2% + 1 definierten Abbildung mit Skizze.

Losung:

(2 Punkte)
Mit fi(z) = 2% = (re?)? = 12 und fo(w) = fi(z) + 1 erhilt man den rechten
Halbkreis um Null vom Radius r =1

f[(K) =K, = {z€@| —ggarg(z) gg, |z| < 1}
und damit den rechten Halbkreis vom Radius » = 1 um wy = 1.

f(K):fQ(K1>:{w:Z+1€(D| —ggarg(w—l)ﬁg, Iw—llél}

f(K):fQ(Kl):{w:z+1€@| —ggarg(z)gg, \z|§1}

:{we([]] —ggarg(w)g

NN

7’w_1|§1}

Bild 1 Mengen K, f1(K), f(K)
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Aufgabe 2: (2+1+42 Punkte)

Gegegeben sei eine Mobius-Transformation w = T'(z) mit

T(—2i)=0 und 7(0)=—3.

a) Man bestimme 7" derart, dass die untere Halbebene Im(z) < 0 auf die Kreisschei-

be
K :={weC||w| <R}

abgebildet wird.

(Tipp: 21 = —2i und 29 = 2 liegen symmetrisch zur reellen Achse.)

b) Man bestimme den Radius R des Kreises K.

¢) Man berechne T'.

Losung:

a) (2 Punkte)

b)

c)

z1 = —2i und zp = 2i liegen symmetrisch zu IR. Damit sind w; = T'(z1) und wy =
T'(z2) symmetrisch zum Bild der reellen Achse. Mit der Wahl von wy = T'(25) = 00
wird die reelle Achse auf einen Kreis um w; = T'(—2i) = 0 abgebildet.

Da z; = —2i in der unteren Halbebene liegt, wird diese durch T" abgebildet auf
die Kreisscheibe

K :={weC||w| <R}
(1 Punkt)
Da 0 € IR gilt, liegt 7(0) = —3 auf dem Bildkreis. Damit gilt R = |T°(0)| = 3.

(2 Punkte)
Die Bedingungen 7'(—2i) = 0 und 7°(2i) = oo werden erfiillt durch

z+ 2t
2 — 2

T(z)=k

Mit 7'(0) = —3 erhélt man

2i 3(z + 21)
T0)=k—=-3 = k=3 = =T(z) = ——=.
0)=k=; w=T0)=—"=
Alternativ erhélt man aus der Dreipunkteformel mit z; = —2i, 20 = 2¢ und z3 = 0

sowie wy; = 0,wy = 0o und w3z = —3
2420 20 z—zn zm—un w—w ws—w _ w—0 _ 3(z 4+ 2i)

2—2i =21 Z—zy 23—z W—Wy Wz—wWy —3—0 z—2i
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Aufgabe 3: (1+2 Punkte)

Gegeben sei die durch — u(z,y) = y* 4+ 3z — 2° + e “cos(y)  definierte Funktion.

a) Man zeige, dass u harmonisch ist.

b) Man  konstruiere eine Funktion wv(x,y), so dass die Funktion
f(z) =u(z,y) + iv(x,y) mit z = x + iy holomorph wird.

Losung:

a) (1 Punkt)
Au = (PP +3z—22+e7cos(y))es + (Y* + 32 — 2% + e cos(y) ) yy

= —2+e"cos(y)+2—e“cos(y) =0

b) (2 Punkte)
Fiir die Holomorphie von f(z) = wu(z,y) + iv(x,y) in C miissen die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt sein:
Uy =y, = (y? + 37 — 2%+ e “cos(y)), = 3 — 2z — e “ cos(y)
= v=3y—2zy—e “sin(y) + c(z)
= v, = —2y+e Tsin(y) + ' (x)
= —uy = —(y* + 3z —2? + e " cos(y)), = —2y + e “sin(y)
dx)=0 = clx)=K, KeR
v(x,y) =3y — 2xy — e “sin(y) + K

¢y
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Aufgabe 4: (1+1 Punkte)
Man berechne die Kurvenintegrale

1 ,
a) /;dz fir c(gp):ewmitoggogg,

5 dz mit positiv orientiertem Umlauf von [z — 1| = 1.

Losung:

a) (1 Punkt)

Da der Viertelkreis ¢ im Holomorphiegebiet des Hauptwertes von In(z) verlauft,
erhalt man mittels Stammfunktion

)
Uy

1 1 i 0oL ,
/;dz = /;dz-ln(z)|1—ln|z]—0—z§—(ln‘”_;_@.o)_3_

c 1

Alternativ mit ¢(¢) = € und 0 < p < T erhilt man

-2
/2
1 1e"¥ Uy}
[la o [2 0o e
c 0

b) (1 Punkt)
Da die Singularitét z; = g im Kreis |z — 1] = 1 liegt,

ergibt die verallgemeinerte Cauchysche Integralformel

. .\
f —Smi 5 dz = 2m (SHQI'Z> = —mi.
(==3%) © =3

|z—1]=1
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Aufgabe 5: (3+2+1 Punkte)

3 + L definierte Funktion f.

Gegeben sei die durch f(z) = 5 5
z— z—

a) Zum Entwicklungspunkt zy = 2 berechne man alle Potenzreihenentwicklungen
von f und skizziere deren Konvergenzbereiche.

b) Man bestimme den Typ aller Singularitdten von f und gebe die zugehorigen
Residuen.

¢) Man berechne 7{ f(2) dz fir die einfach mathematisch positiv durchlaufene
|z—3|=3
Kurve |z — 3| = 3.

Losung:

a) (3 Punkte)

0<|z—2|<3: a8

6 6 .
z—5  3—(2-2)
J— 2 J— -
T 1—-(2-2)/3

f(z) = 3 _22(2—2) N

z—2 — 3k Bild 5: punktierte
Kreisscheibe 0 < |z —2| <3
und Auflengebiet 3 < |z — 2|

|z —2|>3:
> k+1
6 _ 6 _ 3 22 3
z—5 z—-2-3 z-2 1—3/2—2 k:O 2)k+1
3k+1 3k’+1
f(z) z—2k+1:z— +22 (z — 2)k+1

b) (2 Punkte)
f besitzt Pole 1. Ordnung in zy =2 und 25 =5

Res(f;2) = (2 = 2)f(2)],.- = 3,
Res(f;5) = (2 =5)f(2)].—5 = 6.
¢) (1 Punkt)
7{ f(2)dz =2mi- (Res(f;2) + Res(f;5)) = 187

|z—3|=3
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Aufgabe 6: (2 Punkte)

1
Gegeben sei die Funktion f mit f(z) = (z — 2)%exp (—2>
z J—
Fiir f gebe man die um z; = 2 konvergente Laurent-Reihenentwicklung an, klassifiziere
alle Singularitaten und bestimme deren Residuen.

Losung:
(1 Punkt)

00 Y —k 00 P 3—k
f(z) = (2—2)%xp (zi2) = (2—2)32%22%

k=0 k=0

, 2—2 1 1 1
= (2-2+(z-27%+ 9 +§+4!(z—2) +5!(z—2)2+6!(Z—2)3jL

(1 Punkt)

2o = 2 ist eine wesentliche Singularitdt mit Res(f;2) = 1



