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Aufgabe 1:

Bestimmen und klassifizieren Sie alle isolierten Singularitdten der folgenden Funktionen.

W fe) = 2
() = Sar—

_In(2)
C) f(Z) - (2_1)4 :

Losungshinweise zu Aufgabe 1:

Hier werden in den Teilen a) und b) die bekannten Reihen von sin bzw. sinh verwendet.
Man kann natiirlich auch wie in Teil ¢) bzw. wie in den Présenziibungen fiir die Funktion
s argumentieren.

sinh(2) 1 o= 2721
. _ )
a) Fir f(z) = ——3 2—22(21{“)!

liegt in zp = 0 eine wesentliche Singularitdt vor und wegen sinh(0.5) # 0 in z; = 2
ein Pol erster Ordnung.

b)
sin(z) — z 1 <kz_0( 1y (2k + 1)') :
/) = zQ(Z—2 — 2?) (5 —2)(5+2) 22
. ;(_1)k(2k+1)| 1 oo kel
EEDEES 22 HNEEDEED ';< D (2k + 1)
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In 2y := 0 liegt also eine hebbare Singularitdt vor. Wegen sin(+75) # +7 liegen
in 25 := £7 Pole erster Ordnung vor.

In(2)
C) f(Z) - (Z— 1)4
Zur Berechnung der Taylorentwicklung von ¢(z) := In(z) mit Enwicklungspunkt
zp := 1 rechnet man
In(1) = 0,
In(z) = 1 = (In(2)),_, = 1.

Damit lautet die Taylorentwicklung von ¢(z) = In(z) mit zp:=1

T,(z;1)=In(1)+ (2 —1) + i g™ () (z—1)"

( zl) 1 erhalt man:
Z —

1 - gt
&= ;

Es liegt also ein Pol dritter Ordnung vor.

n

)
nl(l) (z—1)"%
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Aufgabe 2: Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils diejenige Laurentreihe
f(=3/2) konvergiert.

zum Entwicklungspunkt zg, die im Punkt z = —3/2 gegen
5 1
a) f(z) = 2%cos(=), 20 =0,
z
2
1
s 20 = Oa

Losung
a)
3 1
f(z) = 27 cos(-)
z
1 1 1 z 1 1
3 3
— 1 — 4+ = = 4 )= e
© ( 222 * A1z 6126 ) (z 2 * Az 623 i )
Die Funktion ist analytisch in 0 < |z| < oo. Die Laurentreihe ist
3 % 1 B L
fE) =2 =5 T i~ o
00 1
_ Z (—1)kz—2k+3 _ Z (_1—)k+122k+1
(2k)! (2 — 2k)!
k=0 k=—00
b)
1) 22 +1 2 +1 241/ 1 1
A = = = —
2Z24+2-2  (2+2)(z—1) 3 z—1 z+2
hat isolierte Singularitéiten in z = 1 und z = —2. Wir betrachten die Funktion also
1< |z <2.

auf dem Ring Ry :
Zunichst bestimmen wir die Entwicklungen der einzelnen Terme
-1

_looz—k: Lk
22 >

1;—:—
2l > z—1 —l
z k=—o00
1 1 I <= ( =1
D R _IN\k+l Lk
d 12 2 —TZ 2; 2k g( 2 e

Damit erhalten wir die folgende Entwicklungen der Funktion f im

Ring Ry : 1< |2| < 2:
2241 =
= S5 (3 e g
k=—o00 k=0
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Zusammenfassen ergibt

1 -1 -1 0 1\ F+1 S 1\ FH1
o=t e Y re Y (-5) RIS (—§> k)
k=—o00 k=—o00 k=0 k=0
—1 0 k—1 k+1
1 k 0 1 1 k 1 k Loy, 1,
-1 00 k+1
1 1 5 1
= = 222k+—+—z+52<——) zk>
3 att 2 4 P 2



Komplexe Funktionen, Prof.Dr.J.Struckmeier/Dr.H.P.Kiani, SoSe 2021, Lésungen 7TH 5

Aufgabe 3: (Alte Klausuraufgabe)

Gegeben sei die Funktion f mit

222 — 3iz +2
A2+ 1) (22 +4)

f(z) =

a) Bestimmen und klassifizieren Sie alle isolierten Singularitéten von f .
b) Berechnen Sie die Residuen in allen isolierten Singularitidten von f .
¢) Geben Sie die komplexe Partialbruchzerlegung von

. 1
&) = G e+

arll.

d) Berechnen Sie diejenige Laurent—Reihe von f mit Entwicklungspunkt

2o =0, die fiir 2* =1 gegen f(1) konvergiert.
Losung:
a) (4 Punkte)

222 —3iz+2

e = 4(z+%> (Z—%) (2+2i)(2_2i)'

Einsetzen der Nennernullstellen im Zahler:

i 2 3
Zahler | —z ) = ———=-+2=
a er( 2) 175 + 0

(2z2—3iz+2):(z+%):2z—4i

e (z + %) (22 — 4i)

4(z+%) (z—%) (ot 2) (2 — %)

Die Singularitéten sind also:
1

z = —3 : hebbar,

2y = +% . einfacher Pol,

z3 = —2i : einfacher Pol,

z4 = +2¢ : hebbar.
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b) (2 Punkte)
Resf(z1) = Resf(zy) = 0

1 1 )
Resf(z) = 212 zzz BT
2
1 7
sl o) = @l "5 5

¢) (1 Punkt)
fiir alle z # 21,z gilt f(z) = f(2). Daher gilt
~ —1 l

1@ =5=i T sexm)

d) (3 Punkte)

Da die Singularitdten im Abstand von 1/2 bzw. 2 von 2, liegen und die Reihe fiir
z =1 gegen f(1) konvergieren soll, ist die Laurent—Reihe fiir 0.5 < |2| < 2 gesucht.

k=—o0 k=0
—1 k+1 o0 'k
- AR
= — — Z _— 2z

5.k 5. 2k+1
k=—o0 k=0

Abgabetermine: 06.07.21 - 10.07.21



