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Komplexe Funktionen

fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Blatt 7 (Prisenzaufgaben)

Aufgabe 1:

a) Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils die isolierten Singularitéten an und
klassifizieren Sie diese.

223 4+3224+22+1 1
h(z) = v und s(z) = M
2242212 z(2+1)

b) Berechnen Sie die Residuen aller isolierten Singularititen aus Teil a).

Losungsskizze Aufgabe 1:

a) f: zo=0 :Pol 3. Ordnung, z; = —1 hebbar.
g: zr=Fk, k=1,23,4 : Pole 1. Ordnung.
h: z9=—1%£1% : Pole 1. Ordnung.
s: 2192 = =+i : Da sin(£i) # 0, sind 2; und 2 einfache Pole.
Fir 2o =0 und Vz # 0 gilt:

1 sin(z) 1 ,
=1 B L)+ g0) -0+
——
g(z) analytisch nahe 0
1 "(0

Damit liegt in 2y = 0 eine hebbare Singularitit vor.

Alternativ: Vz # 0 gilt
o0 2k+1 o0 2k

Z 2/<;+1) ;(_1)k(2k+1)!

1 sin(z) 1 | W
z z¢+1 z 22 +1 22 +1

Die Laurent-Reihe enthilt keine negativen Potenzen, also handelt es sich um eine
hebbare Singularitét.
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223 242 1
b) Res(f;—1) = : +323+ ° =0.
z z=—1
1 (2234322 + 22+ 1) 1, p
Res(fin) = g (BIEEE) - gesesenl, -2
1
Res(g;1) = = %,
(z=2)(z=3)(z = 4)|._y ’
1
Res(g;2) = = +1
(z=1)(z=3)(z—4)|._, 2
1
Res(g;3) = = —1.
(z=1)(z=2)(z —4)|.4 ’
1
Res(g;4) = = —i—é
(z=1(z=2)(z=3) .4
1 1
hel4i) = —— - - _i.
Res(h; =1 +1) (2 +2242) |, 2(-1+i+1) 2
- 1 1 i
Res(h; =1 —i) = Pyt ren - T
Res(s;0) =0.
, _ sin(z sin(?
Res(s;1) = lim,_y; z(z—<+)z) - — 2( )
sin(z) sin(7)

Res(s; —i) = lim,_, le—1) = —
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Aufgabe 2:

f, g, s, h seien die Funktionen aus Aufgabe 1. Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes
die Integrale

/Z e,
/Z )z,
/_ Z h(z)dz |

f\2|=$ s(2)dz, f|z—i|:

2

L s(2)dz .
Die Kreise sollen einmal in mathematisch positiver Richtung durchlaufen werden.

Losungsskizze Aufgabe 2:

/I p f(z) = 2mi(Res(f;0) + Res(f; —1)) = 4mi.
/|— g(z) = 2mi(Res(g; 1) + Res(g;2) + Res(g;3)) = —mi/3.
/OO h(z) = 2mi(Res(h; —1+1i) = 7.

f\z|:l s(z)dz = 0 CIS bzw. Residuensatz .

f\z—z’\:l s(2)dz = 2miRes(s;i) = —misin(i) .
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Aufgabe 3: Bestimmen Sie fiir

1
diejenige Laurent-Reihe zum Entwicklungspunkt zy = —1, die im Punkt z = 5 gegen
f(5) konvergiert.
Losung:
f hat isolierte Singularitdten in z = —1 und z = 3. Wir betrachten die Funktion also

auf dem Ring R : 4 < |z — (—1)|.

In diesem Ring gilt:

I 1 B 1
z—3_(z—(—1))—1—3_(z—|—1)—4
S S i szk (z+1)"
(z+1) 1-27 (241 Oz—i-l

— f(z)= ——— z+1 ZM (z41)" ZM (z41)"

= i 47178 (24 1)

l=—0c0
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