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Komplexe Funktionen
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Aufgabe 1:
a) Berechnen Sie die folgenden Integrale, sofern sie definiert sind:

i) / Re(z) dz, C) :der in mathematisch positiver Richtung durchlaufene Halbkreis

C1+Co
|z| =1, Re(z) >0,
Cs die geradlinige Verbindung zwischen ¢ und —i,
Tipp: cos(t) = %,
1 :
ll) / - dZ, Cg(t) = G(H_Z)t, t e [—%, %] ;
C3

1 ,
iii) / T2 dz, Cu(t) =€, telo,nl,
Ca

. 2z ;
iv) / e dz, Cs(t) = 3¢, tel0, 7.
Cs

b) Berechnen Sie die folgenden Kurvenintegrale. Die angegebenen Kurven sollen einmal
in mathematisch positiver Richtung durchlaufen werden.

() j{e—dz F=12 Ci:|o[=1, Cp:lz—2/=1,
4
Ck

3 2242
(ii) %(z3—z2+z—1)d'z C:lz—05=1
c
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Losungshinweise zur Aufgabe 1:

C14+Co
w/2 it —it ]
/ Re(z)dz = / Re (z) dz :/ ‘ -ie't dt
C1+Co C1 /2
1 w/2 ) 1 2t /2
:—/ 2-62’t+idt:—[ —l—zt}
2 —m/2 2 —7/2
B 1 |e™ e " w _am
T2 o T T g
1 ) . )
(ii) I := / B dz, Cy(t) = Mt e[—m/a, /4], Cs(t) = (1+1i)edHD!
Cs
w/4 . w/4 . .
. ; . ; +1 17 7/4 .
I (1+4)t _ 2it _ 2it .
Iy := / —e(l—i)t<1+l)€ dt = / (140)e™dt = 5 e ]4/4 = 1+4i.
—7/4 —7/4

(iii) Der Integrand ist fiir ¢ = 7 nicht definiert!

. 2z o 2 Cs(m) e o - ) 5 o
(iv) / o 1dz = [In(z* + 1)}05(0) = ln(T—i—l)—ln(Z—f—l) = hl(é_L)_ln(Z) =0.

Cs

b) (i) Nach der Cauchyschen Integralformel ist 7{ 4y = 2mie® = 2mi
2
o

Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist 7{ =0
z
Co

(i) 2241 2 +1
i = )
(2—2242-1) (224+1)(2-1)
Die Punkte =+i liegen aufierhalb von |z — 0.5 < 1. Also gilt
249 2 1242
t dz = f . dz:2m'(—i):3m'.

(23 —2242—-1)
|2—0.5=1 |2—0.5=1

(Cauchysche Integralformel mit f(z) = ﬁﬁ )
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Aufgabe 2)

a) Essei C der einmal in mathematisch positiver Richtung durchlaufene Einheitskreis
2| =1.

1) Berechnen Sie ! —dz.
(i)
(e# — 1)
c

(ii) Fiir eine auf C analytische Funktion gelte | f(z)| = 4 tberall auf der Kurve
C und f(0) =4i. Wie muss dann f aussehen?

b) Sei C eine doppelpunktfreie geschlossene stiickweise C! Kurve. Wann ist das In-

tegral
z
1 = d
)= [ G
C

definiert?

Welche Werte kann das Integral annehmen, wenn es definiert ist?

Losungshinweise zur Aufgabe 2:

a) (1) =i« e"eV=i < r=0und y=2kr+7/2.
Da |2km 4+ 7/2| > /2 ist, ist der Integrand in |z| < 1 < 7/2 analytisch.
Daher gilt

e ——

|z]=1
(ii) Nach Vorlesung (Maximumprinzip) ist f konstant, also f(z) = 4i.

b) Das Integral existiert, sofern die Kurve weder durch ¢ noch durch —i geht. Die
Kurve ist einfach geschlossen (doppelpunktfrei), also werden die Punkte ¢ und —i
nicht mehrmals umlaufen.

Wenn die Kurve positiv orintiert ist, kénnen folgende vier Félle auftreten:

(i) Keines der Punkte +i wird von der Kurve umlaufen. Dann folgt aus dem

Cauchy Integralsatz

I(C)=0
(ii) Der Punkt —:¢ wird von der Kurve umlaufen, aber nicht der Punkt ¢. Dann
gilt
I(C) = idz:%m[ 1 = Omi— =i
Z+1 2=, -2
c
(iii) Der Punkt ¢ wird von der Kurve umlaufen, aber nicht der Punkt —i. Dann
gilt
z
I(C):/Z—“dzzm[ © } = omi =i
zZ—1 z+],_, 21

c
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(iv) Beide Punkte werden umlaufen. Dann erhdlt man mit Hilfe der Partialbruch-

2z
zerlegung o s+ 5)
1 1 1 1 1 1
1(C) = = d — dz = =2mi + =2mwi = 2mi
() 2/z—|—iz+2/z—iz 2m—i—2m i
C c

Bei einer negativ orientierten Kurve erhélt man entsprechend die Werte 0, —me, —27i .
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