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Aufgabe 1: (2434342 Punkte)

Bestimmen Sie die Bilder der folgenden Teilmengen von C* unter der M6bius-Transformation

22+ 4i
T(z) = .
() z—4i
a) Kj:= imagindre Achse,
b) Koy:={ze€ C:|z| =4},
¢) Kj:= reelle Achse,
d) M:={ze C:|z] <4,Im(z) <0} .
Losung 1)
22+ 4
T =
(2) z—4i

a) K; := iR: wegen 4i € K; ist das Bild eine Gerade. Wegen T(0) = —1 und
T(c0) = 2 ist das Bild g; = die reelle Achse. ( 2 Punkte)

b) Ky := {z€ C: |z] =4} : wegen 4i € K, ist das Bild eine Gerade. Da K,
symmetrisch zu iR ist, ist das Bild ¢go = T'(K3) symmetrisch zu R also senkrecht

auf R. (2 Punkte)
—8i + 41 1
T(—4i) = 27720 _ 2
Wegen ()= =5~ 3
1
ist Go = {z €C : Re(z) = 5} : (1 Punkt)

c) Kj := reelle Achse: Wegen 4i ¢ Kj ist das Bild ein echter Kreis K,. Wegen der
Symmetrie von K3 zu K; und K, liegt der Mittelpunkt auf g; und g5 .

1 3
= M = 3 Wegen T'(0) = —1 ist der Radius R = 3"

T(M) = {26C2|z—%| = g} (3 Punkte)



Komplexe Funktionen, Prof.Dr.J.Struckmeier/Dr.H.P.Kiani, SoSe 2021, Losungen 4H 2

d) Wegen T'(4i) = oo wird die untere Halbebene auf das Innere des Kreises K, abge-
bildet.

Wegen T'(0) = —1 wird das Innere des Kreises K, auf die linke Seite der Geraden
go abgebildet.

Insgesamt erhalten wir also die linke Hélfte von K. Genauer:

T(M) = {Z€C2|Z—%| < g, Re (2) <%} (2 Punkte)
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Aufgabe 2) (4+3+3 Punkte)

a) Zur Losung zweier Potentialprobleme sollen folgende Transformationen durchgefiihrt
werden:

(i) Das AuBere der Ellipsenscheibe

1622  16y?
E::{z::{;—f—iyE(C: ’ + Y §1},

25 9

also C\ E, soll auf das AuBere des Einheitskreises K := {z € C : |z| < 1}
abgebildet werden.

(ii) Das Gebiet zwischen den durch z = x 4 iy mit

42 2 2
S =l - =
(%) 6

definierten Hyperbelzweigen soll auf einen Sektor der Form
S:={z€C: ¢ <arg(z) < 92}
abgebildet werden.
Geben Sie geeignete Transformationen an.
b) Funktioniert Thre Methode zur Losung von Aufgabenteil a)i) analog im Falle der

Ellipse
2 y?
<1
),

E::{z:x—i—iy e C:

& 5

Losung:

a) (i) Die Halbachsenlingen a =2 und b= 3 erfiillen a® — b* = 1. Die Umkehrung
der Joukowski Funktion macht also aus der Ellipse einen Kreis. Den Radius
des Kreises erhilt man z.B. durch Einsetzen eines Punktes aus dem Rand der
Ellipse. Bei richtiger Wahl der Wurzel liefert

f)=z2+V22 -1

f(ig) S f(%) _ 9

Man erhalt also einen Kreis mit Radius 2 um Null. Um den Einheitskreis zu
erhalten, wihlen wir

f(z):= % (z—i— \/2’27—1>

Wegen f(0) = —i/2 geht das Innere der Ellipse in das Innere des Einheitskrei-
ses iiber.
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(ii) Essei J:{z€ C: Im(z2) >0} — C die Jukowski Funktion auf der Oberen
komplexen Halbebene. Dann bildet J~!(z) = z+ /22 — 1 die Hyperbelzweige
auf Strahlen ab mit

cos(pr2) = + \/75, sin(¢y2) = %

Als Bilder der Hyperbeliste erhalten wir also die Strahlen re‘s und re'® .
Wegen J~1(0) = i wird das Gebiet zwischen den Hyperbeldsten auf den Sektor

- 5%
S - C: = i z < < —
1 {ze z=re ' G 10} 6}

abgebildet.

b) Nein! Zwischen den Halbachsenlingen a, b und dem Radius r des Bildkreises
gelten die Beziehungen:

also

1
at+b=r und a—b=—.
r

Bei der Ellipse aus Teil b) haben wir a =5 und b = 3, also
1 1

a+b=8+#—— =—.

a— 2

Nicht jede Ellipse um Null wird durch die Umkehrung der Jukowski Funktion auf
einen Kreis um Null abgebildet, sondern nur diejenigen mit Brennpunkten +1, bzw.
a? - =1.
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